


М. Г. Попович, 0. В. Ковальчук 

Ш 

АВТОМАТИЧНОГО 

Затверджено Міністерством освіти 
і науки України 

Підручник 
для студентів вищих технічних 
навчальних закладів 

Видання друге, перероблене 
і доповнене 

Київ 
Ипбідь" 

ЛЮ7 



Б Б К 32.965я73 
П58 

Автори: 
М. Г. Попович (передмова, гл. 1—5, гл. 6 параграфи 6.1—6.8); 
0. Ковальчук (гл. 6 параграфи 6.9—6.13, гл. 7—12) 

Р е ц е н з е н т и : 
чл.-кор. Н А Н України, д - р техн. наук, проф. /. В. Волков, 
д - р техн. наук, проф. В. І. Сенько, 
д-р техн. наук, проф. Ю. А. Скрипник 

Затверджено Міністерством освіти і науки України 
(лист № 14/18.2-828 від 30.03.06) 

Видано за рахунок державних коштів. 
Продаж заборонено 

Редакція літератури з природничих і технічних наук 

Головний редактор Т. В. Ковтуненко 

Редактор Т. В. Кацовенко 

Попович М. Г., Ковальчук О. В. 
П58 Теорія автоматичного керування: Підручник. — 2-ге вид., перероб. 

і догі. — К.: Либідь, 2007. — 656 с. 
І З І ^ 978-966-06-0447-6. 

Викладено основи теорії лінійних і нелінійних безперервних і дискретних 
систем автоматичного керування, розглянуто загальні питання автоматизації, 
методи математичного описання, дослідження стійкості, поліпшення якості, 
корекції та синтезу систем. Висвітлено сучасні теоретичні питання чутливості, 
керованості та спостережуваності, оптимальні й адаптивні системи, випадкові 
процеси в системах. 

Для студентів вищих технічних навчальних закладів. 

ББК 32.965я73 

© М. Г. Попович, О. В. Ковальчук, 1997 
І8В!\ 978-966-06-0447-6 © М. Г. Попович, О. В. Ковальчук, 2007, зі змінами 



Передмова 

Дисципліна «Теорія автоматичного керування» 
с одні сю з базових у навчальних планах ряду 

бакалаврських програм підготовки студентів багатьох 
спеціальностей та спеціалізацій у вищих навчальних 
закладах України. Особливе значення теорія 
автоматичного керування мас для спеціальності 
«/ 'лектромеханічні системи автоматизації та 
електропривод», найчисельнішої у напрямі 
«Електромеханіка». Для цієї спеціальності теорія 
автоматичного керування становить теоретичну базу 
багатьох спеціальних дисциплін: «Теорія електроприводу», 
«Системи керування електроприводами» та дисциплін 
з автоматизації технологічних процесів, моделювання 
електромеханічних систем. 

У даному підручнику відображено основні питання 
теорії автоматичного керування, необхідні спеціалістам 
з автоматизації виробничих процесів і промислових 
установок. 

Матеріал викладено в такій послідовності: 
розглядаються загальні принципи побудови систем 
автоматичного керування 
і регулювання, типові динамічні ланки та їхні 
характеристики, математичний опис систем керування 
(у вигляді диференціального рівняння відповідного порядку, 
структурної схеми, системи диференціальних рівнянь 
першого порядку в нормальній формі Коші 
її у векторно-матричній формі), методи визначення 
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Передмова 

статичних і динамічних характеристик систем, а також 
питання стійкості. Особливу увагу приділено аналізу 
якості систем в усталених і перехідних режимах 
та методам її підвищення. 

Більшість систем автоматичного керування 
є нелінійними, але при дослідженні їх звичайно 
лінеаризують і застосовують методи лінійної теорії. 
Системи із суттєвими нелінійностями лінеаризувати 
не можна. Тому значну увагу приділено також нелінійним 
системам, особливостям їх динаміки, методам 
дослідження стійкості, автоколивань та корекції. 

Останнім часом все більшого поширення набувають 
дискретні (в основному цифрові) системи автоматичного 
керування. Принципам побудови та дослідження таких 
систем присвячено окрему главу, в якій розглядається 
математичний апарат для дослідження імпульсних систем 
автоматичного керування, передаточні функції 
та частотні характеристики, а також питання 
стійкості й якості. Достатньо уваги приділено цифровим 
системам автоматичного керування та синтезу цифрових 
регуляторів. 

Теоретичною основою розробки перспективних 
високоточних автоматичних систем є теорія 
інваріантності та комбінованого керування, оптимальних 
і адаптивних систем. Усі ці питання також 
розглядаються у підручнику. 

В інженерній практиці все більше уваги приділяється 
статистичним методам розрахунку систем 
автоматичного керування, тому в підручнику 
розглядаються характеристики випадкових процесів, 
методи розрахунку точності та синтезу систем 
автоматичного керування при випадкових вхідних 
і збурюючих діях. 

У другому переробленому й доповненому виданні книги 
стисло висвітлено суть ряду нових наукових напрямів: 
методи фаззі-логіки, нейронних сіток, генетичних 
алгоритмів. Враховуючи вимоги до інтенсифікації 
самостійної роботи студентів під час вивчення дисципліни, 
в кожній главі підручника наведено приклади розв 'язування 
різних задач з конкретних електромеханічних систем 
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автоматичного керування або їхніх окремих елементів, 
а також контрольні запитання та завдання. 

При написанні підручника автори виходили з того, 
що студенти знайомі з прямим і зворотним перетворенням 
Лапласа для безперервних функцій та з матричним 
численням. Тому у відповідних розділах книги надаються 
лише короткі відомості про застосування методів цих 
розділів вищої математики. Більш детально викладено 
математичний апарат для дослідження імпульсних і 
цифрових систем автоматичного керування, зокрема 
основи дискретного перетворення Лапласа. 

Підручник розрахований головним чином на студентів 
електромеханічного напряму, проте може бути корисним 
студентам інших спеціальностей, пов 'язаних 
з автоматизацією технологічних процесів та установок. 



ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ 
ПРО СИСТЕМИ 

АВТОМАТИЧНОГО 
КЕРУВАННЯ 

1.1 
Основні поняття 

Під автоматизацією розуміють проведення тих чи 
інших операцій без участі людини або з обмеже-

ною її участю. У першому випадку процеси називають автоматични-
ми, а в другому — автоматизованими. Корінь наведених термінів 
«авто» походить від давньогрецького слова «аутос», що означає 
«сам», «самостійний». 

Під автоматикою розуміють сферу науки й техніки, яка займа-
ється розробкою теоретичних методів і технічних засобів (елементів і 
систем), що забезпечують розв'язання завдань дослідження, вигото-
влення й експлуатації окремих установок і технологічних комплексів 
на основі їх автоматизації. 

Автоматизований (автоматичний) процес може бути досить про-
стим (наприклад, забезпечення сталого рівня рідини в деяких посу-
динах) і досить складним (забезпечення потрібного режиму роботи 
літака за допомогою автопілота). 

При автоматизованому (напівавтоматичному) режимі роботи 
установки (механізму, машини), яку в загальному випадку назива-
ють об'єктом автоматизації, функція людини здебільшого зводиться 
до вмикання об'єкта або до виконання окремих ручних операцій. 

Основні переваги автоматизації полягають у можливостях забез-
печити: 

• зростання продуктивності та поліпшення умов праці; 
• виконання робіт у важкодоступних чи взагалі недоступних для 

людини сферах (радіоактивні зони, космос, окремі види мета-
лургійного та гірничого виробництва); 

• підвищення точності, якості технологічних процесів і відповід-
них виробів; 

Глава 
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1.1. Основні поняття 

• зростання надійності та техніко-економічних показників і за-
гальної культури виробництва та кваліфікації обслуговуючого 
персоналу. 

Автоматизація ефективно застосовується на сучасному етапі роз-
витку людства для досягнення зростання показників ресурсо- та 
енергозбереження, поліпшення екології довкілля, якості та надійно-
сті продукції. 

Автоматизація виробництва здійснюється за допомогою автома-
тичних пристроїв, які можна класифікувати за різними ознаками 
(при цьому під «пристроєм» розуміють закінчену конструкцію, яка 
може діяти самостійно). 

Однією з найпоширеніших є класифікація за функціональним 
при значенням, згідно з якою виділяють такі автоматичні пристрої: 
автоматичного контролю та сигналізації, автоматичного захисту, об-
чііслювально-лічильні, блокуючі, автоматичного керування. 

Пристро ї автоматичного контролю та сигналізації з а б е з п е ч у ю т ь 
контроль за перебігом технологічних процесів, станом приміщень та 
відповідну сигналізацію. І Іри нормальних умовах процесів викорис-
топупьен оптична сигналізація, а при появі відхилень від цих умов — 
оіпична іі акустична сигналізація. Як приклад можна навести авто-
матичні пристрої контролю тиску газу в магістралях, напруги і на-
вантаження в електромережах. 

Пристрої автоматичного захисту забезпечують захист об'єктів 
при появі загрози для обладнання, продукції або обслуговуючого пер-
• опалу. Наприклад, електричний захист (струмовий, за напругою), 
іпчип від перевищення швидкості на підіймальних установках, 
електричний захист від замикань на ґрунт, газовий захист масляних 
і*чектроїрапсформаторів тощо. 

( ірумовиі і захист бувас: максимальний ( захист від р і зкого пере -
пни іпжения або к о р о т к о г о з а м и к а н н я ) і тепловий (від поступового 
пі/ініпііеннн т е м п е р а т у р и н а г р і в а н н я е л е к т р и ч н и х прилад ів за догіус-
іимі межі) іахпсі за напругою полягає у в и м к н е н н і е л е к т р и ч н и х 
ус і пі юнок при імєі п пенні напру і и до 0 ,65 від н о м і н а л ь н о ю з н а ч е н н я 
(МШІМаїІ.НІїП ІПЧІІСі) ПІН) ІЇОШЮМу II II11! КІКМ 111 і (нульовий захист) . 

ООчін іюва іьно йчи їьш ирие ірої спмос тіїіпо (без участі л ю д и н и ) 
иикоиуіоі і і с і ча /і 111 ро ір. ічупмі орОіі супутник ів , ракет , пайвиг ід -
ш ш п ч іеч ію юі ічініч ре і 11 м і в роОоти, е к с п р е с аналізи та ін. 

І* н т у т ч і мрім ірої манні , п р и з н а ч е н н я не д о п у с к а т и в и к о н а н н я 
НІ мін і оман і < 11.1111) 111 І гі, команд на в и к о н а н н я «зустрічних» м а р -

ш р у т » нп одноко і ї їннич шпччач з а л і з н и ч н о г о транспорту) . 
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Глава 1 ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ПРО СИСТЕМИ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Пристрої автоматичного керування забезпечують бажані зміни в 
ході процесів. Це — найскладніші і дуже поширені пристрої автома-
тики, теорія роботи яких і становить предмет вивчення курсу «Теорія 
автоматичного керування». 

1.2 
Короткі історичні відомості 
про розвиток автоматики, 
теорії автоматичного керування та кібернетики 

ТТ^важають, що автоматика є порівняно молодим на-
Ю>прямом розвитку науки й техніки. Однак відомо, 

що ідеї автоматики і нескладні автоматичні пристрої використовува-
лися ще в давні часи в Єгипті, Греції та інших країнах. Так, жерці 
Єгипту користувалися різними автоматичними пристроями при спо-
рудженні пірамід і храмів. 

Про «залізну людину» феодала Альберта Великого, яка виконува-
ла функції швейцара — відчиняла і зачиняла двері приймальної зали, 
відомо із середніх віків. 

Проте автоматичні пристрої того часу ще суттєво не впливали на 
загальний розвиток людства і його продуктивних сил. 

Першим автоматом, який мав помітний вплив на цивілізацію, 
був годинник. Для підвищення точності ходу годинників було роз-
роблено відповідні регулятори: поплавковий — для водяних годин-
ників і маятниковий (1675 р., голландський фізик і математик 
X. Гюйгенс) — для механічних. 

Інтенсивний розвиток автоматики почався в XVIII — XIX ст. у 
зв'язку з промисловим переворотом в Європі, пов'язаним з викорис-
танням енергії пари. 

Першим промисловим регулятором того часу був поплавковий 
регулятор, розроблений І. 1. Ползуновим для «вогнедіючої машини» 
(парового котла), яку він побудував у 1765 р. у м. Барнаулі. 

Принципову спрощену схему машини Ползунова з поплавковим 
регулятором рівня води у паровому котлі К показано на рис. 1.1. При 
підвищенні витрат пари рівень води Я знижувався, поплавок П опу-
скався і діяв на замикач 3, збільшуючи надходження води в котел. 
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1.2. Короткі історичні відомості про розвиток автоматики, теорії 
автоматичного керування та кібернетики 

Мри зменшенні витрат пари надходження води в котел зменшува-
поея. І Іе давало змогу різко зменшити коливання рівня води в котлі 
га рівня тиску пари. 

І Іа принципі зміни керованих технологічних параметрів залежно 
від їх відхилення відносно заданого значення в 1784 р. англійський 
механік Дж. Уатт побудував відцентровий регулятор швидкості паро-
вої машини. 

Принцип керування за відхиленням величини від заданого зна-
чення, відомий як принцип Ползунова—Уатта, дістав поширення в 
сучасній техніці. 

V І830 р. Шиллінг у розробленому ним телеграфі запропонував 
вперше електромагнітне реле, яке дістало практичне застосування в 
різних сферах промисловості. 

У 1854 р. російський військовий інженер К. І. Константинов 
створив перший електромагнітний регулятор швидкості переміщен-
ня іарматпих башт військово морських суден, який мав велике зна-

ченім СІМ 11 ГІ П11111'' 111II И І У Ч І К К I I п швидкодії морської артилерії 
(рів І ') Ко ймо НІК ІМ КІМ, сїишучене з гарматною баштою, при її 
иінр і П І Н І 11 рі і ін »і і ги» в і ію і їв і ему Ггдпапих посудин III і П2, запо-
їни чиї ріуммі Мри ижп.іпеїпп швндкос і і обертання гарматної баш-
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Глава 1 ЗАГАЛЬНІ ВІДОМОСТІ ПРО СИСТЕМИ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

ти під дією відцентрової сили ртуть замикала контакт К1, що зумо-
влювало виникнення електричного кола: плюс батарея Б, контакт 
К1, обмотка електромагніту ЕЛІ, мінус батареї Б. 

При цьому якір Я1, зв'язаний з гальмом Г1, повертався, що спри-
чинювало виникнення гальмівного зусилля на колесі КШ. З підви-
щенням швидкості замикався контакт К2 і під дією гальма Г2 вини-
кало додаткове гальмівне зусилля. 

У 1856—1871 рр. В. М. Чиколєв розробив регулятори для дугових 
ламп, у 1887 р. О. Г. Столєтов винайшов фотоелемент, а в 1871 р. ма-
тематик П. Л. Чебишов у своїй праці про відцентровий регулятор по-
чав теоретичні дослідження автоматичних регуляторів. 

Потреба в розвитку теорії автоматичного керування (ТАК), особли-
во її частини відносно замкнутих систем теорії автоматичного регулю-
вання (ТАР), виникла з появою першої машини-двигуна І. І. Ползу-
нова, а також із винаходом Джеймсом Уаттом відцентрового регуля-
тора швидкості парової машини. 

У XIX ст., відомому як «вік пари», відбувалося вдосконалення ре-
гуляторів парових машин. У кінці століття з'явились автоматичні ре-
гулятори нових технологічних об'єктів — парових і гідравлічних тур-
бін та парових котлів. Виникла потреба регулювання не тільки швид-
кості, а й тиску, витрат робочого тіла (пари), температури та інших 
параметрів. У цей період з'являються перші електричні генератори, і 
з початку XX ст. великими темпами починає розвиватись електро-
енергетика. Дедалі більша частина робочих машин і механізмів пе-
реводиться на живлення електричною енергією, з'являються нові, 
потужніші і різноманітніші види електроприводів, ускладнюються 
завдання керування ними, актуальнішим стає питання розвитку та 
використання різних електричних пристроїв і електромеханічних 
двигунів. З появою електричних генераторів постають завдання регу-
лювання напруги і частоти, які потребують розробки відповідних 
регуляторів. 

Розвиток електроприводів і відповідних електромеханічних сис-
тем автоматичного регулювання (ЕМ САР) приводить до розробки 
регуляторів потужності та швидкості, які на початку забезпечували 
підтримку регульованих параметрів на сталому рівні. З ускладнен-
ням технологічних потреб завдання автоматичних систем стають 
складнішими — виникає потреба забезпечувати автоматичну зміну 
параметрів за відомими законами (програмне регулювання) або за 
законами, які формуються залежно від умов роботи об'єктів (слід-
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1.2. Короткі історичні відомості про розвиток автоматики, теорії 
автоматичного керування та кібернетики 

кувальні електромеханічні системи автоматичного керування — 
І М САК). 

Поширення автоматичних регуляторів зумовило необхідність в їх 
розробці та експлуатації. Одна з перших праць у цьому напрямі нале-
жить математику П. Л. Чебишову, який вивчав проблему «ізохронно-
го» (астатичного) регулятора. Однак фундатором інженерних методів 
ГАР вважають професора Санкт-Петербурзького Практичного тех-
нологічного інституту І. О. Вишнєградського, який у 1876 р. опуб-
лікував працю «Про загальну теорію регуляторів», згодом розвинув-
ши її положення в праці «Про регулятори прямої дії». Розроблені 
Вишнєградським методи дослідження стійкості і якості динамічних 
режимів САР парових машин дали змогу виявити вплив параметрів 
ланок на характеристики ЕМ САР третього порядку. 

Подальший свій розвиток ТАР дістала в працях словацького вче-
ного А. Стодоли й австрійського математика А. Гурвіца, за результа-
тами яких було розроблено методи, що сприяли дослідженню САР 
будь-якого порядку. 

Приблизно в той самий час питання ТАР почали розвиватись у 
Англії в працях Дж. Максвелла і Е. Рауса. 

Велике значення для розвитку теорії автоматичного керування 
мали дослідження академіка О. М. Ляпунова, який в 1892 р. у своїй 
праці «Загальна задача про стійкість руху» заклав основи теорії стій-
кості нелінійних динамічних систем, а також обґрунтував вихідні по-
іюжения лінійної теорії автоматичного керування. 

Важливою подією було опублікування М. Є. Жуковським у 
І()()() р. першого російського підручника «Теория регулирования хода 
маїїпиі", в якому, крім узагальнення відомих положень, наведено 
нові досп/іжепіїн регулятора з сухим тертям, основи теорії перерив-
час юі о річ уповання 

У XX і і енергій пари дедалі більше замінювалась електричною 
емері їмо, і пиіаппям автомаїпзаці'і різних електроустановок при-
ліпилося все Оічі.ше уваї и V цеп період виникають автоматичні елек-
і рос і аіііпі, автома ї изую'і ься окремі промислові ділянки, цехи та під-
приємства в цілому. 

У подальший розвиток теорії автоматичного керування свій вне-
сок роблять учені різних країн світу. 

В ЗО м роки XX сі . з'являються нові частотні методи досліджен-
ий, які розроблялися в працях американського вченого X. Найквіста, 
російського А. В. Мпхайлова та ін. 
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У 1946 р. Г. Боде та Л. Мак-Кол застосували в практичних цілях 
логарифмічні частотні характеристики. Г. Браун, А. Холл, Д. Кемп-
белл, Г. Честнад, В. В. Солодовніков та інші вчені розробили зручні 
для інженерної практики методи та методики дослідження й синтезу 
систем автоматичного керування на основі частотних характеристик. 

Значний внесок у розвиток нелінійної теорії автоматичного керу-
вання зробили О. О. Андронов, М. М. Крилов, М. М. Боголюбов, 
А. І. Лур'є, О. М. Льотов, І. М. Вознесенський, Л. С. Гольдфарбта ін. 

У теорію синтезу нелінійних систем значний внесок зробив ру-
мунський вчений В.-М. Попов. 

Для розвитку теорії інваріантності (незалежності об'єкта від дії 
збурень) велике значення мали праці Г. В. Щипанова, В. С. Кулеба-
кіна, Б. М. Петрова, О. І. Кухтенка та інших вчених. 

У 60—80-ті роки теорія автоматичного керування вирішує дедалі 
складніші питання з розробки нових систем, методів їх дослідження 
та синтезу. Так, у теорію розвитку систем зі змінною структурою ва-
гомий внесок зробив С. В. Ємельянов. 

Одним із відомих вчених у галузі основ теорії релейних та ім-
пульсних систем є Я. 3. Ципкін. 

У розвиток теорії оптимального керування вагомий внесок зро-
били Л. С. Понтрягін, М. М. Красовський, О. М. Льотов та ін. 

Великою подією в розвитку ТАК була поява в 1948 і 1952 рр. 
праць американського вченого Н. Вінера, які стали основою нового 
напряму розвитку ТАК — кібернетики (науки про загальні положен-
ня керування і зв'язок у різних системах). Вагомий внесок у її розви-
ток зробили українські вчені В. М. Глушков і О. Г. Івахненко та ро-
сійські вчені А. І. Берг і А. М. Колмогоров. 

На основі методів кібернетики було розроблено автоматизовані 
людино-машинні системи, що дістали назву «Автоматизовані систе-
ми керування» (АСК), у тому числі системи керування технологіч-
ними процесами (АСК—ТП), в яких широко застосовується елект-
ронна обчислювальна техніка. 

Термін кібернетика походить від давньогрецького слова «кібер-
нетос» (рульовий, який керує рухом). У 1843 р. французький фізик 
А. Ампер, виконуючи класифікацію існуючих і можливих у подаль-
шому наукових напрямів розвитку, запропонував назвати науку про 
загальні закони керування кібернетикою. 

Нині під керуванням розуміють будь-яку дію, що вносить бажані 
зміни в процес (цілеспрямована дія) і ґрунтується па використанні 
початкової та робочої інформацій. 
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При цьому під інформацією розуміють різні відомості, які діста-
ють на підставі досвіду в найширшому його розумінні (історичному, 
технічному, експериментальному та ін.). 

Початкова (апріорна) інформація — це інформація, яка вже є до 
початку роботи об'єкта (системи). 

Під системою в даному разі розуміють деяке взаємопов'язане 
ціле, що складається з об'єкта (або об'єктів) керування та інших еле-
ментів, котрі забезпечують необхідний характер функціонування да-
ного цілого за рахунок підпорядкованості й узгодженості його скла-
дових. 

Робоча інформація — це відомості, які дістають у ході роботи сис-
теми. 

У першій праці Н. Вінера (1948 р.) «Кібернетика або керування і 
зв'язок у живому та машині» кібернетика розглядалась як наука про 
керування і зв'язок у технічних і біологічних системах. У подальшо-
му Н. Вінер запропонував поширити сферу її впливу на будь-які сис-
теми, включаючи й соціальні. 

Нині під кібернетикою дедалі частіше розуміють науку про керу-
вання і зв'язок в організованих системах, у системах, до складу яких 
входять живі організми та їх об'єднання (людино-машинні системи). 
При цьому керування розглядається як процес перетворення та ви-
користання інформації. Інформація про об'єкт перетворюється згід-
но з метою керування й у вигляді сигналів (відповідних команд) по-
дається до об'єкта. 

Академік А. М. Колмогоров визначив кібернетику як вчення про 
способи добування, збереження, перетворення і використання ін-
формації в машинах, живих організмах та їх об'єднаннях. 

Крім зазначених вище властивостей кібернетики, її основними 
особливостями є те, що: 

• керування виконується при неповній початковій інформації; 
наявна початкова інформація не може забезпечити вирішення 
поставленого завдання в повному обсязі на весь час роботи си-
стеми; для його вирішення необхідно діставати та аналізувати 
робочу інформацію, що надходить, і з її врахуванням формува-
ти відповідні команди керування; 

• для вироблення потрібної команди керування, як правило, ви-
рішується логічне завдання щодо вибору або формування най-
вигіднішого в даних умовах, тобто оптимального, рішення; 
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• керування може виконуватися в системах з кількома об'єктами 
(велика система), які часто мають протилежні «інтереси», в 
умовах випадкового характеру зміни властивостей, збурень (ха-
рактеристик) системи. 

За цими особливостями кібернетику можна визначити також як 
науку про оптимальне керування складними динамічними система-
ми (А. І. Берг). 

Принципи кібернетики як загальної науки про керування в най-
різноманітніших умовах (системах) покладено в основу сучасних 
термінів і понять теорії автоматичного керування. 

У кінці XX ст. дістають розвиток кібернетичні системи автомати-
ки, які ґрунтувались на застосуванні методів «нечітких множин» 
(фаззі-логіки), що надавало можливість використовувати при рішен-
ні задач керування принципи асоціативного мислення. Розроблені 
на основі такого підходу регулятори одержали назву фаззі-регулято-
рів, а відповідні системи — фаззі-систем керування. 

Основні переваги даного виду систем полягають у можливості 
при великій кількості (множини) різних сигналів на вході регулятора 
сформувати вихідну функцію (лінійну чи нелінійну), яка дає змогу 
забезпечити необхідну якість керування при достатньо гнучкій, на-
дійній та відносно дешевій дискретно-керованій системі автома-
тичного керування (САК). 

Іншим сучасним напрямом розвитку кібернетичних САК є метод 
«нейронних сіток», що ґрунтується на побудові системи, яка викори-
стовує підходи, подібні процесам, котрі виникають у нейронних сіт-
ках мозку людини при обробці інформації. 

Використання методу нейронних сіток є ефективним у разі, коли 
аналітичне визначення взаємовпливу між багатьма параметрами сис-
теми дуже складне або взагалі неможливе. Побудовані на викорис-
танні цього підходу нейроконтролери також, як і в разі фаззі-керу-
вання, можуть бути реалізовані за допомогою відповідних програм-
них пакетів, сучасних засобів обчислювальної техніки. 

Теорія автоматичного керування продовжує інтенсивно розвива-
тись. Її основні напрями пов'язані з питаннями оптимізації техноло-
гічних процесів, робототехнікою, впровадженням у виробництво 
високоточних, швидкодіючих цифрових систем із дедалі ширшим 
використанням обчислювальної техніки та мікропроцесорного керу-
вання. 
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1.3. Система автоматичного керування 
та її елементи 

Високий рівень розвитку ТАК значною мірою зумовлений потре-
бами розвитку космонавтики, ракетної техніки, а також потребами 
автоматизації технологічних процесів. 

Серед сучасних напрямів розвитку ТАК — теорія робототехніч-
них систем, гнучкі виробництва, багатовимірні екстремальні систе-
ми, теорія оптимального керування тощо. 

1.3 
Система автоматичного керування 
та її елементи 

Під системою автоматичного керування розуміють 
сукупність об'єкта керування (робочої машини, 

механізму) та з 'єднаних певним чином елементів, взаємодією яких 
забезпечується розв'язання поставленого завдання керування об'єк-
том. 

Основними елементами САК є: об'єкт керування; вимірюваль-
ний, або чутливий елемент; керуючий елемент; виконуючий елемент 
(орган). 

Вимірювальний (чутливий) елемент фіксує зміни вихідної (регу-
льованої) величини об'єкта і в багатьох випадках перетворює її на ве-
личини іншого роду. В деяких САК чутливий елемент контролює 
зовнішні збурення, що діють на об'єкт, вони визначаються функцією 
Д О -

Як чутливі елементи САК часто використовують датчики, що пе-
ретворюють неелектричні величини (швидкість, тиск, зусилля, мо-
мент та ін.) на електричні (опір: активний, індуктивний, ємнісний; 
постійна або змінна напруга, струм, частота, фаза та ін.). Існують 
датчики активного опору, індуктивні, ємнісні, а також датчики на-
пруги, струму, швидкості, тиску, момен ту тощо. 

Керуючий елемент дістає інформацію від чутливого елемен та і фор-
мує потрібний сигнал для виконуючого елемента. Часто він виконує і 
функції підсилювача. Основними видами підсилювачів є напівпровід-
никові, електромашинні, магнітні, електронні та йопні. Із неелект-
ричних найпоширеніші гідравлічні та пневматичні підсилювачі. 

Як приклад розглянемо формування потрібного сигналу за допо-
могою електромашинних або магнітних підсилювачів, у яких сигнал 
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формується за допомогою обмоток керування. В цьому разі дійсна 
величина у вигляді напруги (струму) від чутливого елемента надхо-
дить до однієї з обмоток керування, яка формує відповідний магніт-
ний потік, пропорційний дійсному значенню регульованої величини 
хд. Друга обмотка (завдання) формує зустрічний магнітний потік, 
пропорційний заданому значенню регульованої величини х3. 

Як результат взаємодії зустрічно ввімкнених обмоток керування 
формується сигнал розузгодження 

А - х 3 - х д , (1.1) 

який після відповідного підсилення надходить до виконуючого еле-
мента системи. 

Виконуючий елемент забезпечує потрібний режим роботи керую-
чих органів об'єкта. 

Залежно від технологічних особливостей об'єкта керування ви-
конуючим елементом можуть бути різного роду серводвигуни обер-
тального або поступального руху, що діють на відповідні технологіч-
ні регулюючі пристрої — засувки трубопроводів подачі стисненого 
повітря, пари, води, ручки керування, перемикачі швидкості та ін. 

Крім згаданих основних елементів, до САК можуть входити й ін-
ші, які виконують функції проміжних перетворювачів, підсилювачів 
тощо. 

Якщо всі елементи САК позначити прямокутниками, розмістив-
ши їх у послідовності, що відповідає їх взаємодії, а напрям цієї 
взаємодії вказати стрілками, то дістанемо функціональну схему САК. 
Якщо на функціональній схемі відобразити характеристики (рівнян-
ня, криві залежності вихідних параметрів від часу), що визначають 
динамічні властивості елементів системи, то дістанемо так звану 
структурну схему САК. Елементи відповідних схем називають ланка-
ми. Треба мати на увазі, що іноді, для зручності математичного опи-
сання динамічних процесів, можна об'єднувати частини деяких 
фізичних елементів в окрему ланку структурної схеми. 

Функціональні (структурні) схеми різних САК можуть відрізня-
тись одна від одної за багатьма ознаками, які детально розглядати-
муться далі. 
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1.4 
Система автоматичного регулювання 

Розглянемо робочу машину, яка є об'єктом автома-
тичного керування. Навантаження її Р необхідно 

підтримувати на однаковому рівні, забезпечуючи рівність його зада-
ному навантаженню Р3: 

Нехай навантаження об'єкта можна змінити за рахунок відповід-
ного зменшення (або збільшення) швидкості його руху. Якщо по-
ставлене завдання вирішується при ручному керуванні, то машиніст 
(оператор) повинен виконати такі елементарні операції: 

• визначити за допомогою вимірювального приладу дійсне зна-
чення навантаження Рд; 

• обчислити відхилення дійсного значення від заданого та його 
знак (величину розузгодження): 

• залежно від значення і знака АР подіяти на органи керування 
швидкості робочої машини в напрямі зменшення АР; 

• визначити нове значення Р.'. 
Якщо Р[ ф Р3, то цикл керування повторюється. 
При вирішенні поставленого завдання за допомогою автоматич-

ного керування окремі операції мають виконуватись окремими еле-
ментами системи: вимірювальним (чутливим) — ВЕ, керуючим — 
КЕ, виконуючим — Вик Е. 

Позначивши робочу машину (об'єкт керування) буквою О, а збу-
рення, що діють на неї, — /, (/), / 2 ( / ) , . . . , /„(/), побудуємо відповідну 
функціональну схему САК (рис. І.З, а). На рисунку керуючий еле-
мент показано у вигляді двох складових: вузла порівняння і підсилю-
вача П. 

Три варіанти визначення вузлів порівняння, що трапляються в 
технічній та навчальній літературі, наведено на рис. І.З, (і -в. 

Особливістю наведеної схеми САК є замкнута функціональна 
схема. САК, які мають таку функціональну ( с і р ш у р н у ) Ш Г О нази-' 
вають системами автоматичного регу.твсітщ' (СЛР), ;їООУаіс:ї:Слйми 
зі зворотним зв'язком. Усі елементи :.амкну'іч)?*^М<!;'окрім.об^єкта, 

р=р2. 

А Р=Р,- Рд Д ' 

Б ї Б Л і О Г Е 
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Г л а в а 1 ЗАГАЛЬНІ в і д о м о с т і ПРО СИСТЕМИ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

об'єднуються єдиним поняттям — регулятор (Р). У зв'язку з цим 
спрощену функціональну схему САР можна зобразити у вигляді двох 
елементів — об'єкта і регулятора (рис. 1.4). Слід підкреслити, що 
САР є окремим випадком системи автоматичного керування. 

Регулятор 

а 

[ря [ря 

б в 

Рис. 1.3 

Рис. 1.4 

Замикання САР має виконуватися таким чином, аби вихідна 
величина об'єкта хшх, котра змінюється під впливом збурень 
/і (/),..., /„(0. на вході регулятора була перетворена регулятором так, 
щоб вхідна величина об'єкта хих діяла на об'єкт у напрямі, протилеж-
ному дії збурень. Даний зворотний зв'язок називають головним 
від 'ємним зворотним зв 'язком С А Р . 
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1.5 
Принципи автоматичного керування. 
Комбіновані системи автоматичного керування 

Головними принципами автоматичного керування 
є принцип керування за збуренням (Понселе—Чи-

колєва) і принцип керування за відхиленням (Ползунова—Уатта). 
Принцип керування за збуренням іноді називають к о м п е н с а ц і й н и м . 

Його було запропоновано французом Ж. Понселе і вперше широко 
використано в регуляторах дугових ламп освітлення російським еле-
ктротехніком В. М. Чиколєвим у другій половині XIX ст. 

Суть принципу керування за збуренням полягає в тому, що за-
лежно від зміни збурення / ( / ) , контрольованого вимірювальним еле-
ментом ВЕ, на вхід об'єкта О надходить величина хих, яка має діяти 
на об'єкт так, аби зумовити зміну режиму його роботи, що компен-
сує дію збурення відносно вихідної (регульованої) величини об'єкта. 

О с о б л и в і с т ю принципу керування за збуренням є викорис-
тання розімкнутих (відносно вихідної величини об'єкта) схем керу-
вання (рис. 1.5). У цих схемах 
немає автоматичного контролю 
вихідної величини об'єкта хв и х : 
команда керування формується 
лише залежно від зміни збурення. 

П е р е в а г а м и керування за 
збуренням є відносна простота 
та надійність САК за наявності 
одного (головного) збурення, 
якщо іншими збуреннями мож-
на знехтувати. 

До н е д о л і к і в цього принципу керування слід віднести труд-
нощі контролю збурень у деяких технологічних об'єктах і дещо мен-
шу точність. Ці недоліки особливо помітні, коли на об'єкт діє кілька 
рівноцінних збурень, врахування яких потребує підвищення склад-
ності та зменшення надійності САК, а нехтування ними різко зни-
жує точність системи. 

Принцип керування за відхиленням (д ійсного значення вихідної 
величини об'єкта від його заданого значення) було запропоновано 
І І ГІолзуновим і вперше реалізовано в 1765 р. в його паровій маши-
ні для підтримання сталого рівня води в котлі. В 1784 р. англієць 

Рис. 7.5 
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Дж. Уатт вперше використав для стабілізації швидкості обертання 
парової машини відцентровий регулятор, який також діяв на прин-
ципі керування за відхиленням. 

Для реалізації принципу керування за відхиленням САК має бути 
замкнутою. Основною особливістю і перевагою цього принципу є те, 
що САК реагує на відхилення дійсного значення регульованої вели-
чини від заданого незалежно від причин, які зумовили це відхилен-
ня. Отже, САК, побудована на даному принципі, враховує кінцевий 
результат усіх причин появи відхилення і тому може мати вищу точ-
ність керування. 

САК, побудовані на принципі керування за відхиленням, мають 
складніші методи розрахунку, дослідження та настроювання. В ціло-
му цей принцип керування використовується при потребі дістати ви-
соку точність як в статичних, так і в динамічних режимах. 

На практиці використовуються також системи з комбінованим 
принципом керування. Принципову схему комбінованої САК показа-
но на рис. 1.6. Вона має два канали керування. 

Рис. 1.6 

Один діє за принципом керування за збуренням (ВЕ2 — КЕ — 
Вик Е — О) і має розімкнутий контур, а інший — за принципом ке-
рування за відхиленням вихідної величини хшіх від заданого значення 
£(ї) і має замкнутий контур (ВЕ 1 — ВП — КЕ — Вик Е — О). 

Основною перевагою комбінованого керування є можливість діс-
тати високу точність при кращих динамічних характеристиках, аніж 
у відповідній САК, побудованій за принципом керування за відхи-
ленням. 
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Види систем автоматичного керування 

Основні принципи класифікації. САК можна класифіку-
вати за різними ознаками: принципом керування; кількістю регульо-
ваних параметрів і контурів; виглядом статичних і динамічних харак-
теристик; структурними особливостями системи тощо. 

Одним із поширених принципів класифікації є інформативний. 
В його основі лежать особливості здобуття і використання інфор-
мації. | 

Відповідну схему класифікації САК наведено на рис. 1.7. Розгля-
немо основні особливості окремих САК. її 

Системи з повною початковою інформацією. Такі сис-
теми ще називають звичайними. Вони мають початкову інформацію, 
достатню для розв'язання поставленого завдання на період всього 
часу роботи системи. 

Звичайні системи бувають із розімкнутою і замкнутою структур-
ними схемами (відповідно замкнуті і розімкнуті системи). 

Замкнуті САК називають також системами зі зворотним зв'яз-
ком (або системами автоматичного регулювання). Вони діють за 
принципом Ползунова—Уатта. 

САР бувають трьох видів: стабілізації, програмні і слідкувальні. 
С и с т е м и с т а б і л і з а ц і ї мають забезпечувати стале значен-

ня вихідної величини об'єкта 

хШІХ = сопз1. (1 .2) 

Прикладом таких систем можуть бути САР навантаження, напру-
ги, частоти, швидкості, тиску газу, температури, рівня тощо. Це до-
сить поширений вид САК. 

П р о г р а м н і САР мають забезпечувані зміну регульованої ве-
личини за деякою заздалегідь відомою програмою: 

*Ш1Х= у а г - (І -З) 

С л і д к у в а л ь н і САР також мають забезпечувані 

*в..х= у а г = 
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але принципова їх відмінність від програмних САР полягає в тому, 
що потрібний для виконання закон зміни регульованої величини §(ї) 
заздалегідь не відомий, а формується в ході роботи системи. 

Програмні системи широко використовуються у верстатах з про-
грамним керуванням, системах програмного гальмування (напри-
клад, на шахтних підйомних машинах) тощо. 

Характерним прикладом слідкувальних САР можуть бути різні 
системи наведення на ціль в ракетних військах, зенітній артилерії. В 
цьому разі потрібна програма заздалегідь не відома. Вона зумовлю-
ється зміною положення об'єкта стеження (літака або ракети) і з ве-
ликою точністю і швидкістю повинна відтворюватись системою на-
ведення. 

Розімкнуті САК бувають двох видів: компенсаційні і програмного 
керування. Вони діють за принципом керування за збуренням. 

К о м п е н с а ц і й н і с и с т е м и забезпечують формування та-
ких сигналів керування на вході об'єкта, які компенсують дію на 
нього відповідного збурення / ( / ) . 

С и с т е м и п р о г р а м н о г о к е р у в а н н я , н а відміну від сис-
тем програмного регулювання, мають розімкнуту схему і згідно із за-
здалегідь заданою програмою забезпечують відповідну зміну режиму 
роботи об'єкта. При цьому потрібна робоча інформація може існува-
ти у вигляді кулачків, профільних дисків, програм на перфокартах 
(перфострічках) тощо. В такий спосіб програмуються необхідні 
зміни технологічного процесу. Прикладом можуть бути ліфтові під-
йомні установки, де кінцеві вимикачі забезпечують необхідні зміни 
режиму роботи електропривода залежно від положення кабіни ліфта. 

Системи з неповною початковою інформацією. Кібер-
нетичні системи. Системи з неповною початковою інформацією, або 
кібернетичні, є такими, які для розв'язання поставлених завдань по-
требують додаткову інформацію, аналіз котрої дає змогу сформувати 
потрібні команди керування. 

Кібернетичні системи існують двох видів: самопасі роювальні та 
ігрові. 

Самонастроювальні системи (СНС). До С Н С належать екстре-
мальні системи, системи з самонастроюванням керуючих ланок і 
самооптимізуючі. 
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У загальному випадку команда на керування об'єктом формуєть-
ся як результат взаємозалежностей між характеристиками об'єкта, 
елементів системи і збурення. Якщо в процесі роботи об'єкта деякі з 
характеристик змінюються, це може призвести до небажаної зміни 
режиму роботи об'єкта (системи) та погіршення якості процесів 
керування. СНС можуть пристосовуватись (адаптуватись) до зміни 
(часто випадкової) зовнішніх умов, забезпечуючи потрібні показни-
ки якості керування. 

Функціональна схема СНС наведена на рис. 1.8. Основною особ-
ливістю СНС є додатковий регулятор ДР, на входи 1...4 якого надхо-
дить інформація про зміни збурення (/), завдання (2), значення ви-
хідної величини об'єкта (3), параметри об'єкта (4). 

Додатковий регулятор у результаті аналізу здобутої інформації 
формує коректуючу дію, яка надходить на вхід основного регулятора 
ОР і забезпечує самонастроювання (адаптацію) системи. Додатковий 
регулятор у кібернетичних САК, це, як правило, електронно-обчис-
лювальна машина, яка забезпечує виконання логічних операцій і 
прийняття найвигідніших (оптимальних) у даних умовах рішень. Ха-
рактерним прикладом СНС є автопілот на сучасних літаках, який за-
лежно від зміни ваги, аеродинамічних характеристик літака, сили і 
напряму вітру й інших факторів забезпечує оптимальний режим 
польоту. 

УЬ 

М 

др 

д(г) 

- * - в и х 

ОР 0 ОР 
X 'ВХ 

0 
Фз Ф 

Рис. 1.8 Рис. 1.9 

Екстремальні СНС. На практиці досить часто постає завдання за-
безпечити керування на екстремумі деякої функції у (рис. 1.9), яка є 
функцією двох величин. 
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Нехай 
у = ЯК Ф), (1.4) 

де ф — регулюючий параметр; X — параметр, що характеризує стан 
об'єкта. 

При деякому стані об'єкта X = Х{ для забезпечення роботи на ек-
стремумі функції у| тах необхідно мати в системі значення регулюю-
чого параметра ф = ф1. Якщо стан об'єкта зміниться і при цьому 
X = Х2, то для роботи на відповідному екстремумі нової характерис-
тики у — у2 піах система повинна забезпечити нове значення регулюю-
чого параметра ф = ф2. 

У разі ручного керування при великій швидкості зміни параметра 
X потрібно було б увесь час змінювати настроювання системи, забез-
печуючи рівність у =утах, що практично неможливо. Тому розв'язан-
ня подібних завдань потребує використання особливих екстремаль-
них, самонастроювальних систем, які забезпечують автоматичне на-
строювання на екстремум відповідної функції. Екстремальні СНС 
використовують для забезпечення максимально можливої продук-
тивності, мінімального питомого рівня витрат енергії тощо. 

Існують два види екстремальних СНС: з автоматичним пошуком 
екстремуму функції і безпошукові. 

О с н о в н и м и методами автоматичного пошуку екстремуму ф у н к ц і ї 
є: метод послідовних кроків, метод знаходження похідних, спосіб 
запам'ятовування екстремуму, метод накладання вимушених коли-
вань на вхід об'єкта. 

М е т о д п о с л і д о в н и х к р о к і в (рис. 1.10). У системі вста-
новлюють деяке довільне значення ф = ф, , після чого фіксують від-
повідне значення у = Уи дають 
приріст Аф і вимірюють у = у2. У" 
Якщо у2 > У\, то дають новий 
приріст величині ф в тому са-
мому напрямі (роблять новий 
«крок»). Якщо при цьому 
у} < у2, то роблять зворотний 
крок, оскільки результат свід-
чить про проходження екстре-
муму функції. Внаслідок даної 
методики пошуку екстремуму 
в системі виникають коливан-
ня навколо точки фактичного 

Фі Ф2 Фз 

Рис. 1.10 
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екстремуму у = утах і забезпечується режим роботи з настроюванням, 
близьким до максимального значення функції ут,хх. 

М е т о д з н а х о д ж е н н я п о х і д н и х . Визначають знак похід-
ної —. Екстремум функції знаходиться в інтервалі <г/(р 

0 < ^ < 0 . 
г/ф 

С п о с і б з а п а м ' я т о в у в а н н я е к с т р е м у м у . В цьому разі 
система відшукує екстремум функції у і запам'ятовує його, після чо-
го відповідним чином реагує на відхилення функції у від екстремаль-
ного значення. 

М е т о д н а к л а д а н н я в и м у ш е н и х к о л и в а н ь н а в х і д 
о б ' є к т а (рис. 1.11). Характеристику об'єкта у = /(ф) наведено на 
рис. 1.11, а. Якщо при роботі в точці а0 на зростаючій частині харак-
теристики на вхід об'єкта подати гармонічні коливання (рис. 1.11, в), 
то на виході об'єкта виникнуть періодичні коливання (рис. 1.11, б\ 
крива 7). Якщо буде пройдено екстремум функції;; = /(Ф)і гармоніч-

ні коливання надходитимуть 
У 

Ои 

°о/— /і / і 

А\ 

У' 
Ои 

°о/— /і / і 

А\ 

У_2 / V 
Г І Ж Г 

Ои 

°о/— /і / і 
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Рис. 1.11 

на вхід об'єкта при роботі 
його в точці Ь{) вихідної хара-
ктеристики, що відповідає 
«спадній» гілці, то фаза ко-
ливань на виході об'єкта 
зміниться на 180° (рис. 1.11, 
б; крива 2). 

Така зміна фази коливань 
на виході об'єкта є ознакою 
проходження точки екстре-
муму. За допомогою фільт-
рів, що встановлюються на 
виході об'єкта, можна ви-
ділити змінну складову ви-
хідного сигналу і використа-
ти її для керування виконав-
чим двигуном настроювання 
системи. 

Загальним недоліком роз-
глянутих СНС є наявність по-
шукових коливань, а також їх 
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відносно низька перешкодостійкість. На практиці трапляються 
об'єкти з екстремальними характеристиками, для яких за технологіч-
них умов пошукові коливання неприпустимі. Для розв'язання 
завдань екстремального керування в цьому випадку необхідно вико-
ристовувати безпошукові СНС. 

Як приклад на рис. 1.12 
наведено функціональну схе-
му безпошукової СНС, де Л О , 
НО — відповідно лінійна та 
нелінійна частини об'єкта; 
МІ, М2 — моделі нелінійної 
частини об'єкта; ПІ , П2, 
ПЗ — підсилювачі; ВЕ — ви-
конуючий елемент. 

До кожної моделі при-
кладено одночасно збурення 
Я' і керуючі дії х. На модель 
також впливають додаткові 
керуючі дії + Ах та - Ах. 

Якщо на вхід НО подіє 
керуючий сигнал хь то на першій моделі вихідна величина, що від-
повідає вхідному сигналу х, + Ах, дорівнюватиме (після підсилення) 
ф(, а на виході другої моделі — При цьому характеристики моде-
лей зміщуються вліво і вправо відносно характеристики об'єкта. Ви-
хідні величини моделей подаються на пристрій порівняння ПП. 

Після підсилення вихідна величина ПП з урахуванням її знака 
формує сигнал керування \і, який забезпечує рівність 

ФЇ - Ф2 = 0. 
Цю рівність можна дістати лише гіри значеннях х, що відповіда-

ють екстремуму характеристики об'єкта. 
Отже, за наявності моделей і відповідної системи керування мож-

на забезпечити роботу об'єкта з екстремальним значенням його ви-
хідної величини ф незалежно від значення збурення X. 

СНС із самонастроювсінням коректувальних лапок. О с н о в н о ю о с о -
бливістю даних систем є те, що перехідний процес самонастроюван-
пя в контурі додаткового регулятора ДР (див. рис. 1.8) триваліший 
порівняно з процесом у контурі основного регулятора ОР. У зв'язку з 
цим результат самонастроювання можна використовувати лише на 
наступних етапах (циклах) роботи об'єкта. 

Об'єкт 

Рис. 1.12 
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Існують три основні види таких СНС: з екстремальним самона-
строюванням, з розімкнутим і замкнутим контуром самонастрою-
вання коректувальних ланок. 

Самооптимізуючі СНС. Характерною особливістю таких систем є 
можливість використання результатів самонастроювання системи в 
даному циклі її роботи. Це досягається завдяки тому, що тривалість 
перехідного процесу в контурі додаткового регулятора менша, ніж у 
контурі основного регулятора. 

Ігрові системи автоматичного керування ( І С А К ) . Ігрові с и с т е м и 
мають такі основні особливості: 

• процес керування виконується в деякій системі з багатьма вза-
ємозв'язаними об'єктами («велика система»); 

• інтереси сторін (об'єктів) є протилежними; 
• дії сторін і збурень у системі можуть відбуватися за відомими 

правилами (алгоритмами), а також мати випадковий характер. 
Як класичний аналог принципів побудови і дії ігрової системи, 

що визначило назву цього виду САК, можна навести карточні ігри, 
які об'єднують кількох гравців (або груп) з різними інтересами. Над-
ходження карт до гравців має випадковий характер, гра йде за непов-
ної інформації; кожен гравець хоче виграти. 

Команди в ІСАК можуть формуватися за порівнянням багатьох 
можливих розв'язків (виборів) на окремих етапах — кроках. 

Критерієм для порівняння окремих виборів є функція вигоди, 
яка визначається заздалегідь на основі аналізу керованої операції в 
даній системі за допомогою методів теорії дослідження операцій. 

Розв'язок, що відповідає найбільшому значенню функції вигоди, 
називається оптимальним. (Тому не мають сенсу досить поширені на 
практиці вислови «найбільш оптимальний».) 

Основним елементом ІСАК є керуюча машина КМ (рис. 1.13), 
яка має забезпечувати на основі робочої та наявної початкової ін-
формацій формування найвигіднішого (оптимального) процесу ке-
рування в даних умовах і прийнятих обмеженнях. 

Початкова інформація про першу сторону повинна мати необхід-
ні відомості про властивості керованого процесу і бути достатньою 
для находження виборів і функції вигоди. 

Інформація про другу сторону зазвичай мінімальна. Робоча ін-
формація має поточні відомості про стан і дії сторін. 

ІСАК бувають двох видів: з набором шаблонних розв'язків; з ав-
томатичним пошуком оптимального розв'язку. 
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Рис. 1.13 

У системі з набором шаблонних розв'язків оптимальні розв'язки для 
конкретних умов знаходяться заздалегідь і зберігаються в пам'яті КМ. 

Знаходження оптимального розв'язку забезпечується перебором 
відомих розв'язків і вибором такого, який найбільшою мірою відпо-
відає конкретним умовам. Особливостями ІСАК даного виду є: від-
носно тривалий процес знаходження розв'язку; приблизний харак-
тер знаходження оптимального розв'язку завдяки тому, що в пам'яті 
машини зберігається скінченна кількість знайдених раніше розв'яз-
ків (при цьому прийнятий за оптимальний розв'язок в окремому ви-
падку може не досить точно відповідати конкретним умовам); необ-
хідність мати велику пам'ять ЕОМ. 

Кращими є ІСАК з автоматичним пошуком оптимального роз-
в'язку, які на основі інформації про другу сторону з більшою швид-
кодією і точністю знаходять оптимальний розв'язок. 

На основі принципів дії ІСАК розроблено автоматизовані системи 
керування (АСК) найрізноманітнішого призначення: автоматизовані 
системи керування технологічними процесами (АСК ТП); виробниц-
тва (АСК В); промисловими комплексами (АСК ПК) та ін. 

За допомогою ІСАК розв'язуються складні транспортні завдання 
онтимізації зустрічних перевезень вантажів; завдання пошуку опти-
мального розміщення електростанцій, окремих виробництв тощо. 

Розглянемо класифікацію САК за іншими критеріями та їх ос-
новними особливостями. 

Системи прямої і непрямої дії. В системах прямої дії ви-
мірювальиий елемент безпосередньо діє на регулюючий орган. Так, 
па рис. 1.14 показано систему прямої дії регулювання швидкості. Ви-
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мірювальний елемент ВЕ, що контролює швидкість обертів деякого 
об'єкта О, самостійно діє на керуючий орган, який змінює кількість 
енергоносія 0, котрий надходить в об'єкт керування. Якщо швид-

кість обертання оо збільшуєть-
ся, то кулі КІ і К2 під дією 
відцентрової сили переміщу-
ються вгору, що приводить до 
переміщення муфти М та ре-
гулюючого органу РО. Завдя-
ки цьому зменшуються надхо-
дження енергоносія (} і швид-
кість обертання об'єкта со. 

Основною перевагою сис-
тем прямої дії є простота і на-
дійність, недоліком — необ-
хідність мати потужний і, вна-
слідок цього, малочутливий, 
досить інерційний вимірюва-

льний елемент, який в змозі безпосередньо переміщувати керуючий 
(регулюючий) орган об'єкта. При цьому низькій чутливості вимірю-
вального елемента відповідає мала точність керування, а значна 
інерційність негативно впливає на динамічні властивості системи. 

У системах непрямої дії вихідний сигнал вимірювального елемен-
та підсилюється за допомогою підсилювача. САК швидкості об'єкта 
непрямої дії наведено на рис. 1.15. У цій системі муфта М вимірюва-
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чі.мого елемента діє на золотник 3 гідропідсилювача ГП. Золотник, 
виходячи з нейтрального положення, як показано на рисунку, забез-
печує надходження масла 0М у верхню порожнину циліндра гідропід-
і іі'ііовача, що веде до відповідного переміщення поршня П, регулю-
ючого органу РО і швидкості ш. Перевагою систем непрямої дії є 
іппмпа точність і часто кращі динамічні властивості, що зумовлює їх 
широке застосування на практиці. 

Статичні й астатичні САК. Основною із ознак даних 
систем є вигляд регулювальної характеристики, що показує залеж-
ність регульованої величини в статичному положенні від витрат ро-
бочого середовища. 

Статичною САК називають систему, в якій регульована величина 
при зміні зовнішніх збурень на об'єкті, змінюючись в деяких допус-
і пмпх межах, після закінчення перехідного процесу залежно від зов-
нішнього збурення має різні значення. 

Регулювальна характеристика в загальному випадку має вигляд 

У = С + Д(х), (1.5) 

іс С — середнє значення регульованої величини х; Д(х) — функція 
ібурення, що визначає відхилення регульованої величини від її се-
реднього значення в межах зони регулювання. 

І Іеобхідна умова якісного регулювання С » Д(х). 
Астатичною САК називають систему, в якій регульована величи-

на при зміні зовнішніх збурень після завершення перехідного проце-
су набуває строго сталого значення при різних величинах зовнішніх 
ібуреиь. 

Як приклад розглянемо астатичну (рис. 1.16, я) і статичну 
(рис. 1.17, а) САР рівня / /деякого робочого середовища (рідини) (}. 

Завданням і статичної, і астатичної систем є підтримання сталого 
рівня // (стабілізація) в резервуарі при зміні величини 0,. 

Якщо при астатичній САР витрати (2, збільшаться, то у зв'язку з 
початковим зменшенням рівня Н поплавок П переміститься вниз, 
шо приведе до відповідного переміщення повзунка потенціометра 
11 І відносно його початкового положення 0. При цьому на якірному 
м>'іі двигуна Д виникне напруга і! відповідної полярності. Завдяки 
ньому двигун переміщуватиме регулюючий орган системи РО, забез-
печуючи зростання надходження кількості рідини (22 і рівня Н. Регу-
люючий орган переміщуватиметься доти, доки напруга на якірному 
І О'ІІ досягне нуля, що можливо тільки при значенні рівня, який до-
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н 

с? о 
о 

П і п о 2 { 

б 

а 

Рис. 1. 16 

рівнює заданому: Н - Я3 за умови рівності витрат і надходження 
рідини (?, = Є>2 = 0. 

Згідно з викладеним вище в астатичній системі можливе лише 
одне положення рівноваги при значенні регульованої величини Н = 
= #3, яка досягається в статичному стані при різних значеннях витрат 
робочого середовища (9. 

Регулювальна характеристика // = / ( (? ) (рис. 1.16, б) астатичної 
системи є горизонтальна пряма. 

Якщо знехтувати нечутливістю елементів системи, то астатична 
САР підтримує регульовану величину після завершення перехідного 
процесу на заданому рівні без будь-яких відхилень. 

У статичній САР (рис. 1.17, а) при збільшенні витрат ((^ > (}2) 
рівень Н і поплавок П переміщуватимуться вниз. Завдяки цьому ре-
гулюючий орган РО забезпечить збільшення надходження робочого 
середовища 

Нового стану рівноваги буде досягнуто при 0, = (22 = 0 для нового 
рівня Н, меншого за початковий. 

Таким чином, статичні САР не можуть забезпечувати підтримку 
регульованої величини на строго сталому рівні. Отже, можливі відхи-
лення регульованої величини від заданого рівня Я3 залежно від ви-
трат робочого середовища. Регулювальна характеристика статичної 
САР після завершення перехідного процесу (статична характеристи-
ка статичної САР) є похилою прямою (рис. 1.17, б). 
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о Осер с и о ' тах 

а б 

Рис. 1. 17 

Т О Ч Н І С Т Ь підтримання заданого значення регульованої величини 
в статичних системах визначається коефіцієнтом нерівномірності 
або етатизмом 8. 

У даному разі 

Величину етатизму іноді визначають як відношення відхилення 
регульованої величини до її максимального значення: 

У відносно грубих САР величина етатизму може становити 
1 0 . . . 2 0 % . 

В астатичних системах залежно від витрат робочого середовища, 
після завершення перехідного процесу регулюючий орган також мо-
же займати різне положення, але при одному й тому самому значенні 
регульованої величини. 

Для технічної реалізації цієї особливості в астатичних САР по-
винні бути гак звані астатичні ланки, рухомий елемент яких при від-
сутності збурення може займати довільне положення. Такою ланкою 
системи в розглянутому прикладі є двигун постійного струму, якір 
якого може займати довільне положення при відсутності напруги на 
якірній обмотці двигуна. 

Н — Н — т а х тіп 
( 1 . 6 ) 

2 Т е о р і я а в т о м а т и ч н о г о к е р у в а н н я 3 3 
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Системи неперервної і перервної дії. Неперервною САР 
є система, в якій структура всіх зв'язків у процесі роботи не зміню-
ється і величина на виході кожного елемента є неперервною функ-
цією збурення і часу. 

В перервних САР при роботі системи можливі зміни структури 
зв'язків, через що сигнал на виході (елемента, об'єкта) є перервною 
функцією часу ґ, а також вхідної величини хих. 

Існує два види перервних систем — релейні та імпульсні. 
Релейною (імпульсною) називають систему, в складі якої є хоча б 

одна релейна (імпульсна) ланка, тобто ланка, яка має релейну (ім-
пульсну) характеристику. Основні види релейних характеристик 
хт = IXхих) показано на рис. 1.18. 

ВХ1 в х 0 -̂вх2 

в 

Рис. 1.18 

Як видно з рис. 1.18, а, при зростанні вхідної величини до певно-
го значення хвх = хВХ| вихідна величина стрибкоподібно змінюється 
до значення хІШ< . 

34 



1.6. Види систем автоматичного керування щ 

Мри подальшому зростанні хт, хтк релейного елемента не 
імііікиться. ІІрн зменшенні хв х , коли хих =х а к , вихідна величина 
« іриГжоиодібно змінюється до початкового рівня. 

Значення вхідної величини при її зростанні, що відповідає стриб-
мчіодібній зміні величини на виході ланки, називають величиною 
х'піищшвутння (зрушення) реле, а відповідне значення вхідної вели-
чини при її зменшенні — величиною відпускання (повернення). Релей-
ну характеристику, в якій величина спрацьовування хВХі не дорівнює 
н» іичипі відпускання х , наведено нарис . 1.18, б. 

Підношення /хиХ) називають коефіцієнтом повернення. Харак-
ігрш і пки реле, якГреагують на полярність вхідного сигналу, показа-
но на рис. 1.18, в. Релейні 
< іементи можуть базуватися Хвх' 
н і різних принципах дії, але 
п пап загальнішому випадку 
ионп застосовуються для 
фіксації відповідних значень 
мм/іпих величин. Функціо-
ІІ.Ічьпе призначення їх різне. Е 

Ііпкористовують їх як при-
і і рої захисту, керування, у 
мшляді технологічних реле 
III III . 

Імпульсна ланка п е р е т в о -
ріо< неперервний вхідний 
і ні нам (рис. 1.19, а) на по-
і міопіїість короткодіючих 
імпульсів з періодом І\. 

Існують т р и в и д и ім-
и\ іьсних ланок (імпульсних 
ар.п. геристик): 

• з амплітудно-імпульс- хв 
пою модуляцією (АІМ) 
(рис. 1.19, б), де амгі-
лі гуда вихідного сигна-
лу пропорційна зна-
ченню вхідної вели-
чини у відповідний 
період часу (ширина 
імпульсу незмінна); Рис. 1.19 
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• з широтно-імпульсною модуляцією (ШІМ) (рис. 1.19, в); уда -
ному випадку амплітуда вихідних імпульсів залишається не-
змінною, а ширина імпульсу пропорційна значенню вхідної ве-
личини на відповідному інтервалі часу; 

• з частотно-імпульсною модуляцією (ЧІМ) (рис. 1.19, г); у цьо-
му випадку на виході ланки згідно зі зміною полярності вхідно-
го сигналу змінюється лише полярність сигналів на виході. 

Принципову схему імпульсної САР температури деякого середо-
вища наведено на рис. 1.20. Завдання САР — підтримувати темпера-
туру у відповідному середовищі на певному заданому (приблизно 
сталому) рівні за рахунок зміни кількості охолоджувального повіт-
ря а 

Контроль температури охолоджувального середовища здійсню-
ється за допомогою датчика температури К, у вигляді термоопору. 
Датчик ^використовується як одне із плечей вимірювального моста, 
підключеного до батареї Б. У діагональ моста 01—02 увімкнено ви-
мірювальний прилад, відхилення стрілки якого С пропорційне від-

хиленню температури 
охолоджувального се-
редовища від заданого 
значення. Стрілка С 
приладу періодично 
(залежно від положен-
ня кривошипно-шату-
нного механізму КШ, 
що обертається зі ста-
лою швидкістю со) під 
дією падаючої дужки 
П замикає якірне коло 
двигуна М і забезпе-
чує подачу відповідної 
напруги з потенціо-
метра ПТ. 

Б 

02 

Рис. 120 

Я к що те м п ература 
охолоджувального се-
редовища дорівнює за-
даному значенню, то 
стрілка С встановлю-
ється проти нульової 
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т ч к п потенціометра і в момент натискання на неї дужкою П напру-
зі на якірному колі двигуна М дорівнюватиме нулю. При цьому регу-
люючий орган системи РО, а також кількість охолоджувального по-
пи ра, що надходить, залишаються незмінними. 

При відхиленні температури середовища від заданого значення 
рівновага вимірювального моста порушується (ЛІ К2 ф КЗ К,) І на 
імчо діагоналі виникає напруга. При цьому стрілка С приладу відхи-
пм іься вліво чи вправо щодо нульової точки потенціометра і на 
м і р н о м у колі двигуна виникає напруга відповідної полярності. За 

чаї* контакту стрілки з потенціометром двигун М повертає регулюю-
чий орган на деякий кут, пропорційний відхиленню стрілки С від 
їм т р а л ь н о г о положення, і відповідно змінює кількість охолоджува-
п.пою повітря (2. Якщо за час тривалості робочого імпульсу темпе-

р.п ура не наблизиться до заданого значення, а стрілка С не займе 
іпчігральне положення, то за час наступного контакту стрілки з по-
ичщіометром на якір двигуна М знову буде подано напругу, пропор-
11 і 1111 у новому (меншому) відхиленню, і двигун знову поверне регу-
лювальний орган на деякий куту потрібному напрямі і змінить вели-
чину (А 

V результаті низки послідовних імпульсних сигналів, які діють на 
ргіулюиальний орган системи, температура середовища набуде по-
і різного значення. 

Переваги перервних (імпульсних) систем полягають у періодич-
ному характері їхньої дії, що дає змогу зменшити знос елементів сис-
іеми і збільшити її надійність, підвищити техніко-економічні показ-
ній-, п системи керування, виготовляти вимірювальні елементи біль-
шої чутливості, збільшити точність системи. 

( пстеми перервної дії в основному використовуються при малій 
іннидкодії. В цьому разі їх переваги най-
(Н'ІІ.ІІІ суттєві. 

Системи одно- і багато-
контурні. одно- і багатовимірні, незв'я-
І.Ш/ // зв'язані. Одноконтурною системою 
п.іиіиаюгь систему з одним регулюю-
чим органом. При наявності кількох ре-
і\ іюіочпх органів (РОЇ, Р02) і відпо-
їм що кількох контурів дії на об'єкт О 
і їм іему називають бсігсітоконтурною 
(рис, 1.21>. Рис. 121 
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Характерним прикладом багатоконтурних систем можуть бути 
системи регулювання тиску пари в паровому котлі. У цьому випадку 
вимірювальний елемент ВЕ контролює тільки один параметр — тиск 
пари, залежно від якого керуючий елемент КЕ діє на регулюючі еле-
менти надходження води і енергоносія в котел. 

Одновимірною називають систему з одним регульованим парамет-
ром, а багатовимірною — з кількома одночасно регульованими пара-
метрами, що має відповідну кількість контурів дії на об'єкт. 

Багатовимірну систему регулювання вихідних величин об'єкта х ] 
та х2 показано на рис. 1.22. 

У цій системі канали керування функціонують незалежно один 
від одного; кожний з них керує лише одним параметром. Таку систе-
му називають системою незв'язаного регулювання. 

У багатьох випадках, завдяки тому, що об'єкт керування є одним 
і тим самим, зміна одного з параметрів і дія відповідного контура ке-
рування може призвести до небажаної зміни інших вихідних параме-

Рис. 1.22 

трів об'єкта. Щоб уникнути цього, використовують компенсуючі 
зв'язки між керуючими елементами і регулюючими органами різних 
контурів (див. пунктирні лінії на рис. 1.22). Таку систему називають 
системою зв уязаного регулювання. 

Прикладами систем зв'язаного регулювання можуть бути САК 
тиску і температури парових котлів, автопілоти на літаках, де автома-
ти курсу одночасно діють на різні рулі. 

Якщо при регулюванні однієї величини інші регульовані пара-
метри об'єкта не змінюються, то таке регулювання має назву авто-
номного. 

Системи зі змінною та незмінною структурою. Систе-
мою зі змінною структурою називають таку, в якій у процесі роботи 
може змінюватись вид, кількість, характеристики ланок і спосіб їх 
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м лмаїїня. В противному разі система є системою з незмінною стру-
і турою. 

«функціональну схему системи зі змінною структурою наведено 
їм рис. 1.23. Вимірювальний елемент ВЕ контролює вихідну величи-
ну об'єкта О і видає сигнал на перемикаючий пристрій ПП. Залежно 
під параметрів сигналу перемикач П вмикає різні керуючі елементи 
М І або КЕ2, які діють на регулюючий елемент системи РЕ. При 
ІМІІІІ положення П структура системи керування змінюється. 

Рис. 123 

Завдяки зміні складу елементів на окремих етапах роботи вини-
кає можливість одержати такі динамічні характеристики системи, які 
не можна здобути при роботі системи незмінної структури. 

Класифікація САК за енергетичними та технологічними 
о інаками. За використаною енергією САК поділяють на електроме-
ханічні, гідравлічні, електротехнічні, пневматичні тощо. На практиці 
найчастіше використовують електромеханічні системи автоматично-
ю керування ЕМ САК. 

Існують САК підйомно-транспортні, металообробки, прокатного 
виробництва та ін. 

Електропривод ЕП, який розглядається як система (сукупність) 
« цементів, що складається з електродвигунного, перетворювального, 
передаточного і керуючого пристроїв, котрі мають забезпечувати пе-
рі1 творення електричної енергії в механічну для приведення в рух ви-
конавчих органів робочих машин або механізмів і керування цим ру-
хом, своїми основними елементами входить до складу ЕМ САК. 

Отже, основними функціями ЕМ САК є перетворення електрич-
ної енергії в механічну й автоматичне керування об'єктом, що при-
поли п,ся в дію за допомогою механічної енергії. 

Функціональну схему розімкнутої електромеханічної системи на-
в е д е н о па рис. 1.24, де позначено: О — об'єкт керування з регульова-
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ною величиною х; П — передаточний, ЕД — електродвигунний, 
ПЕ — перетворювальний, КЕ — керуючий елементи; Ф — силовий 
потік електричної енергії; М — потік механічної енергії; 3 — зав-
дання. 

Рис. 124 

Як передаточний елемент, призначений для передачі механічної 
енергії від двигуна до об'єкта, використовують муфти різних видів 
(механічні, електромагнітні, феромагнітні та ін.). У деяких випадках 
(безредукторні приводи) механічна енергія від електродвигунного 
елемента може безпосередньо надходити до об'єкта керування. Без-
посереднє перетворення електричної енергії на механічну в ЕМ САК 
виконується керованими електродвигунами змінного і постійного 
струму. 

Електротехнічний перетворювач ПЕ перетворює параметри елек-
тричної енергії (напругу, частоту) і підсилює її. Залежно від викорис-
таного виду електродвигуна і способу керування ним електротех-
нічний перетворювальний елемент може бути представлений: тирис-
торним перетворювачем у системі електропривода тиристорний 
перетворювач—двигун постійного струму (ТП— Д), силовим магніт-
ним підсилювачем у системі електропривода магнітний підсилю-
вач—двигун (МП—Д); тиристорним частотним перетворювачем у 
системі електропривода (ТПЧ—Д) та ін. 

Керуючий елемент КЕ призначений для формування сигналу ке-
рування згідно із завданням. Як КЕ можна використовувати регулю-
ючі резистори, формувачі імпульсів при імпульсно-фазовому керу-
ванні тиристорами, проміжні магнітні підсилювачі тощо. 

Функціональну схему замкнутої ЕМ САК (ЕМ САР) показано на 
рис. 1.25. Оскільки перетворення силових потоків енергії та електро-
механічні характеристики двигунів детально вивчаються в курсах 
«Теорія електропривода» і «Системи керування електропривода», то 
основна увага приділятиметься питанням інформації та керування. 
Тому на рис. 1.25 показано напрям дії тільки сигналів керування. 

У схемі є вимірювальний елемент ВЕ, що контролює зміну керо-
ваного параметрах. Пропорційна йому величинах, надходить до вуз-
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1.7. Основні загальні відомості про елементи САК та їхні особливості. 
Класифікація елементів 

1.1 порівняння ВП і порівнюється з величиною завдання х3. При на-
миносі і розузгодження Ах = х3 - х1? яке надходить на вхід керуючого 

А Х д 
ВП — КЕ ПЕ — ЕД — П 0 

ХТ 
ВЕ ВЕ 

Рис. 1.25 

<• іемента, в системі формується керуюча дія що надходить на вхід 
о імкта і згідно з дією від'ємного зворотного зв'язку має зменшити 
(аію звести до нуля) величину Ах. 

1.7. 
Основні загальні відомості про елементи САК 
та їхні особливості. Класифікація елементів 

Властивості САК багато в чому залежать від особ-
ливостей елементів, з яких складається відповідна 

і їй тема. Загальне призначення елементів САК полягає у якісному і 
кількісному перетворенні сигналів, які надходять від попереднього 
«•'іемента (ланки) системи, і передачі його до наступного елемента. 

За допомогою відповідних елементів виконуються вимірювальні, 
і «-руїочі, виконавчі та інші функції в САК. За характером цих функ-
цій елементи поділяються на: датчики (давачі), підсилювачі, ста-
ОМ на і ори, двигуни, реле, логічні елементи. 

Датчики виконують у САК функції вимірювальних (чутливих) 
і» ментів. Вони перетворюють пеелектричні величини (швидкість, 

шиях, прискорення, тиск та ін.) у параметри електричного кола 
(опір, ємність, індуктивність) або електрорушійну силу (ЕРС). Тому 
мічикп є двох видів: параметричні і генераторні. 

Підсилювачі мають ту особливість, що їхні вхідна і вихідна вели-
чи ї їи ( величинами одного і того самого типу (підсилювачі струму, 
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напруги, потужності). Вихідна потужність елемента зростає за раху-
нок потужності зовнішнього джерела енергії (часто електричної ме-
режі). 

За характером струму підсилювачі поділяються на змінного і по-
стійного струму, а за принципом дії — на електронні, магнітні, елек-
тромашинні, тиристорні та ін. 

Стабілізатори мають підтримувати вихідну величину на сталому 
рівні при зміні вхідної величини або навантаження. Особливістю 
стабілізаторів як елементів систем автоматики є нелінійність харак-
теристик вхід—вихід: хтх = / (х и х ) . Для стабілізаторів ця характерис-
тика має певний нахил щодо горизонтальної осі. В ідеальному ста-
білізаторі — це пряма, паралельна осі хих . 

Двигун — елемент, що використовується в системах автоматич-
ного керування як силовий привод об'єкта або допоміжний двигун 
(сервопривод), що приводить у дію виконуючі органи САК. 

В автоматиці основна увага приділяється серводвигунам невели-
кої потужності. Вони мають відповідати вимогам: плавності регулю-
вання; малої інерційності; легкості реверсування. 

За потужності до 100 Вт найпоширенішими є двофазні двигуни 
змінного струму з немагнітним, легким ротором, а за більших потуж-
ностей — двигуни постійного струму з незалежним збудженням. 

Реле — це елемент, в якому неперервній, плавній зміні вхідної 
величини відповідає стрибкоподібна зміна вихідної величини. 

Реле розрізняють за багатьма ознаками: 
• функціональному призначенню (керування, захисту, сигна-

лізації та ін.); 
• технологічним особливостям (швидкості, тиску); 
• принципу дії (електромагнітні, індукційні, теплові); 
• наявності контактів (контактні, безконтактні). 
Логічні елементи призначені для виконання логічних операцій 

(функцій), наприклад, вигляду «І»; «АБО»; «НІ»; «ПАМ'ЯТЬ». 

Основні загальні характеристики елементів. Переда-
точний коефіцієнт визначається із загальної статичної характеристи-
ки хвих = / (х и х ) . При цьому відношення 
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1.7. Основні загальні відомості про елементи САК та їхні особливості. 
Класифікація елементів 

= к. (1.7) 

на швають передаточним статичним коефіцієнтом, якщо хвх і хвих — 
усталені значення величин. 

Динамічним передаточним коефіцієнтом є п о х і д н а 

сіх кп 
сіх» 

(1.8) 

Для елементів з лінійними характеристиками Кс = КЛ. 
Для датчиків цей коефіцієнт називають коефіцієнтом чутливості, 

.і д л я п і д с и л ю в а ч і в — коефіцієнтом підсилення. 
Часова характеристика 

в н з 11 ачається залежністю 
\-1111х = / ( 0 при надходженні 
на вхід елемента постійного 
сигналу. Вона характеризує 
динамічні властивості еле-
мента. 

Елементи з інерцією ме-
ханічною, електричною, теп-
ловою тощо мають часові 
характеристики у вигляді 
експоненти (рис. 1.26). Пе-
рехідний процес у них ви-
шачається неоднорідним диференціальним рівнянням першого по-
рядку, розв'язок якого має вигляд 

, - / Т ) 9 

Рис. 126 

сО-е- (1-9) 
її можна знайти при умові / = 

х„ т і д і - = хПм„ • 0,63. 

Т. Тоді де Т — стала часу елемента. 

•*вих = - ^ 0 в и х ( 1 ~ е ) = - ^ О в п х С ~~ 0 3 7 ) = Хц ц и х 

()собливості елементів визначаються також запізненням, інерційніс-
ио та зонами нечутливості. 

11 ід запізненням розуміють зсув за часом між сигналами на вході 
(рис. 1.27, а) і на виході елемента (рис. 1.27, б). Кількісна оцінка за-
ІІІ шення визначається різницею т = ї1 - ї2. Прикладами елементів із 
і ті шенням можуть бути елементи з люфтами, різні трубопроводи, в 
яких існує транспортне запізнення, що визначається часом про-
ходження робочого тіла (води, газу, нафти і т.д.) трубопроводом. 
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і і X > в̂их 

І І 

X X 
ш 

і? т І І 

X X 
ш 

і? 

0 { г,1 1 2 ' 

а б 

Рис. 127 

Сталу часу Т, що є мірою інерційності елементів, іноді називають 
інерційним запізненням. 

Під зоною нечутливості розуміють діапазон зміни вхідної величи-
ни, в межах якого елемент не реагує на неї. Як приклад можна навес-

ти реле і двигуни. 
Регулювальні характерис-

тики двигуна постійного стру-
му із зонами нечутливості Зь 
32, З3 за напруги якоря двигу-
на £/я наведено на рис. 1.28. 
Величина зони нечутливості 
одного і того самого двигуна 
залежить від статичного мо-
менту Мс (моменту наванта-
ження Мс1 < Мс2 < Мс3). Рис. 128 

1.8 
Зворотні зв'язки в системах 
автоматичного регулювання 

Як зазначалося раніше, в замкнутих системах авто-
матичного керування замикання системи, що дає 

змогу забезпечити надходження на вхід об'єкта сигналу, пропорцій-
ного вихідній величині об'єкта, виконується за допомогою головного 
зворотного зв'язку. Оскільки цей сигнал має подіяти на об'єкт так, 
аби відхилення вихідної величини об'єкта, яке з'явилося внаслідок 
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33 X ^зв. 3 33 

1.8. Зворотні зв 'язки 
в системах автоматичного регулювання 

ні збурення, зменшилося, то головний зворотний зв'язок має бути 
від'ємним. 

11 ід зворотним зв'язком розуміють та-
і <1 виконання зв'язків у системі, при яко-
му на вхід елемента Е надходить величина 
\ „ пропорційна вихідній величині еле-
мента (рис. 1.29). 

С игнал зворотного зв'язку формуєть-
ся за допомогою пристрою зворотного 
ів'язку 33. Його дія визначається кое-
фіцієнтом зворотного зв'язку, який визначається відношенням ВИ-
ХІДНОЇ величини пристрою зворотного зв'язку Х З В З до вихідної вели-
чні пі елемента химх: 

Рис. 1.29 

х Р _ ^ЗВ.З (1.10) 

Здебільшого р< 1, проте можливі випадки, коли р> 1 (наприклад, 
і либокі» зворотні зв'язки в підсилювачах для здобуття релейних ре-

жимів). 
Розрізняють такі зворотні зв'язки: додатні і від'ємні; жорсткі і 

іпучкі; головні і місцеві; за технологічним параметром (швидкості, 
струму, напруги тощо). 

Аодатні і від'ємні зв'язки та їх вплив на коефіцієнт пе-
редачі ланки. Додатним зворотним зв'язком називають зв ' я зок , дія 
якого збігається за знаком з дією вхідної величини наданий елемент. 

Якщо рівняння ланки до введення зворотного зв'язку має вигляд 

Кх„ (1.11) " ВИХ " ВХ ' 

і о при наявності зворотного зв'язку фактичне значення вхідної ве-
пічппи обчислюється за формулою 

вх вх вх + рх вих ' (1.12) 

У цьому разі рівняння ланки, охопленої додатним зворотним 
ів 'язком, 

вих = ^Х^вх + Р*вих)> 

(1 - К\3)хвих - Кхвх 

ІІІІДКИ 
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і коефіцієнт передачі (підсилення) ланки при додатному зворотному 
зв'язку 

хвх 1 - К § 

Введення додатного зворотного зв'язку приводить до зростання 
коефіцієнта передачі (підсилення) ланки, що визначає широке за-
стосування таких зворотних зв'язків у підсилювачах. 

П р и від'ємному зворотному зв'язку х'іХ = х в х - (Зхиих і п е р е д а т о ч -
ний коефіцієнт ланки 

*звз = К О - 1 4 ) і + лгр 

зменшуватиметься, що, як показано далі, позитивно впливає на за-
тухання (стабілізацію) перехідних процесів. 

Розглянемо процес дії зворотного зв'язку на конкретному при-
кладі (рис. 1.30). 

Принципову схему системи стабілізації швидкості со парової ма-
шини показано на рис. 1.30, а. Швидкість контролюється вимірю-
вальним елементом, що є відцентровим регулятором ВР. При зміні 
швидкості со кулі К1 і К2 переміщуються вгору або вниз, діючи на 
пружину ПР і муфту М, яка за допомогою важіля ОА переміщує від-
повідним чином золотник 3. Золотник відкриває шлях надходженню 
масла у верхню або нижню порожнину циліндра гідравлічного сер-
водвигуна СД. 

Масло під тиском, який створює компресор (на схемі його не по-
казано), надходить у відповідну порожнину циліндра і зумовлює пе-
реміщення поршня циліндра П і регулюючого органу РО. Зміна по-
ложення РО спричинює збільшення (або зменшення) кількості па-
ри, що надходить до парової машини, і відповідну зміну швидкості со 
в напрямі стабілізації. 

Якшо вважати, що в інтервалі часу 0—7, (рис. 1.30, б) машина 
працювала з потрібною швидкістю оо0, то золотник 3 перебував у 
нейтральному положенні. Якщо в момент при зменшенні наванта-
ження швидкість збільшилася на певну величину Аоо ,, то кулі К1, К2 
переміщуються вгору і через систему муфта—важіль—золотник від-
кривають шлях надходженню масла у верхню порожнину циліндра, 
що приведе до зменшення надходження пари і швидкості со. При 
зниженні швидкості оо, унаслідок великих моментів інерції оберто-
вих мас парової машини, після досягнення потрібного значення 

46 



1.8. Зворотні зв 'язки 
в системах автоматичного регулювання 

в 

Рис. 1.30 

швидкості со0 швидкість продовжуватиме знижуватись, і негативне 
відхилення досягне деякого значення Дсо2. Виникне перерегулювсін-
ті відхилення регульованої величини, протилежне за знаком по-
чатковому відхиленню. В результаті зменшення швидкості кулі К1 та 
К рухатимуться вниз, що приведе до дії системи автоматичного ке-
рування, спрямованої на підвищення швидкості. При цьому може 
виникнути нове відхилення швидкості від потрібного значення 0)(), 
що дорівнює До)3 > Дсо, (крива 7). Далі нові відхилення ставатимуть 
все більшими і, якщо процес не зупинити, це може призвести до ава-
ри Така САК не роботоздатна. 

11 Іоб уникнути такого розвитку процесу керування, в систему до-
і поі і. від'ємний зворотний зв'язок, що реалізується у вигляді меха-
іпчппх елементів АВ—ВС, за допомогою яких зв'язується поршень із 
ішіотЇІИКОМ. За наявності такого зв'язку, показаного на рисунку 
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штриховою лінією, на золотник 3 діятимуть два протилежно напрям-
лені зусилля /, і / 2 . Тому відхилення золотника в процесі керування 
буде меншим, ніж за відсутності вказаного зворотного зв'язку. Це 
дасть змогу при правильному виборі параметрів зворотного зв'язку 
звести коливання до затухаючих (крива 2), а всю систему зробити ро-
ботоздатною. 

Функціональна схема такої САР наведена на рис. 1.30, в, де зво-
ротний зв'язок, що охоплює гідравлічний серводвигун, показано 
штриховою лінією. 

Жорсткі й гнучкі зворотні зв'язки. Жорсткий зворот-
ний зв'язок — це зв'язок, дія якого залежить тільки від відхилення ве-
личини на його вході (відхилення вихідної величини ланки, що 
охоплюється цим зворотним зв'язком) і не є функцією часу. 

Гнучкий зворотний зв'язок — це 
зв'язок, дія якого є функцією часу і 
проявляється лише в перехідних ре-
жимах. У статичних режимах такий 
зв'язок не діє, тому ці зв'язки іноді 
називають «зникаючими». 

Перевага гнучких зворотних 
зв'язків полягає в тому, що вони не 
впливають (не зменшують) на ста-
тичний коефіцієнт передачі, завдяки 
чому, як буде показано далі, підви-
щується якість САК. 

Розглянемо можливість введення 
гнучкого зворотного зв'язку в систе-
мі стабілізації швидкості (див. рис. 
1.30, а). Для розв'язання цього за-
вдання в розтин елемента ВС треба 
ввести ізодром ний пристрій І 
(рис. 1.31) у вигляді циліндра ЦІ, за-
повненого маслом. Усередині ци-
ліндра міститься поршень ПІ, меха-
нічно зв'язаний із золотником і пру-
жиною ПР, що виконує допоміжну 
функцію. 

Отже, зв'язок між поршнем П серводвигуна СД, жорстко зв'яза-
ного з регулюючим органом системи РО, і золотником виконується 
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Контрольні запитання та завдання 

11 рахунок взаємодії масляного середовища і поршня ПІ ізодромно-
іо пристрою і діє тільки у разі переміщення основного поршня. Ве-
пичииа сил зчеплення між маслом і поршнем ПІ , яка зумовлює дію 
іворотного зв'язку, залежить від швидкості руху основного поршня 

(Іх/(Іі, а також прискорення сі2х/сії2 і є функцією часу. 
За допомогою головного від'ємного зворотного зв'язку забезпе-

чується можливість реалізації принципу керування за відхиленням. 
У найбільш спрощеному вигляді функціональну схему САР, як 

зазначалося раніше, можна представити у вигляді сукупності двох 
елементів: об'єкта керування О і регулятора Р. Тому сам регулятор 
підносно до об'єкта керування, що забезпечує зв'язок між виходом і 
входом об'єкта, в деяких випадках можна умовно розглядати як при-
( грій, подібний до від'ємного зворотного зв'язку. 

Контрольні запитаі 

1 Чим відрізняється автоматизова-
ний процес від автоматичного і які 
переваги автоматизації? 

2 Назвіть види автоматичних при-
строїв, їхні функції й особливості. 

3. Назвіть основні особливості кібер-
нетики як науки про керування. 

4. Перелічіть елементи електромеха-
нічної системи автоматичного ке-
рування і назвіть їхні функції. 

5. Чим відрізняються принципи керу-
вання за відхиленням і за збурен-
ням? 

0 Що таке зворотний зв'язок, його ви-
ди й особливості? 

1 Перелічіть види систем автоматич-
ного керування згідно з інформа-
тивним принципом класифікації і 
назвіть їхні особливості. 

8 Назвіть основні види й особливості 
кібернетичних систем автоматич-
ного керування. 

я та завдання 

9. Зобразіть функціональні схеми 
систем автоматичного керування 
(САК) прямої і непрямої дії. 

10. Зобразіть функціональну схему 
електромеханічної САК і позначте 
в ній елементи, які належать до 
електропривода. 

11. Що є спільного і різного в понят-
тях: «електромеханічна система 
автоматичного керування», «еле-
ктропривод», «регулятор»? 

12. Наведіть основні характеристики 
елементів САК. 

13. Які переваги мають гнучкі зворот-
ні зв'язки? 

14. Зобразіть функціональну схему 
комбінованої САК. 

15. Вкажіть на головні особливості 
систем автоматичного керування 
зі змінною структурою. 

16. Зобразіть функціональну схему 
багатоконтурної системи автома-
тичного керування. 
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17. У чому полягають особливості оп-
тимальних САК? 

18. Які види інформації виділяють у 
кібернетичних системах? 

19. У чому полягають особливості САК 
зі змінною структурою? 

20. Сформулюйте головні особливості 
кібернетичних САК різних видів. 

21. Які функції має некерований елек-
тропривод в ЕМС? 

22. Вкажіть роль керованого електро-
привода в ЕМ САК. 

23. Чи входить об'єкт керування 
ЕМ САК до складу електропри-
вода? 



Глава ОСНОВНІ ЗАВДАННЯ 
Й ОСОБЛИВОСТІ ТЕОРІЇ 

АВТОМАТИЧНОГО 
КЕРУВАННЯ 

2.1 
Теорія автоматичного керування 
і регулювання 

Теорія автоматичного керування в широкому розу-
мінні цього слова є теорія побудови і функціону-

вання систем автоматичного керування. 
Згідно з розглянутими раніше системами класифікації САК мож-

на розділити на дві характерні групи, які відрізняються одна від од-
ної як за принципом керування, так і за особливостями функ-
ціонування — розімкнуті САК, що базуються на принципі керування 
іа збуренням, і замкнуті САК, які діють на основі принципу керуван-
ня за відхиленням. Останні в цьому випадку називаються системами 
ппоматичного регулювання (САР). 

Теорію керування замкнутими системами називають теорією ав-
томатичного регулювання (ТАР), і вона є частиною загальної теорії 
ппоматичного керування (ТАК). 

Основна увага при викладанні ТАК приділятиметься теорії 
иіпьш складних і поширених замкнутих систем автоматичного регу-
чювання. 

Кожна САР є неконсервативною системою, запас енергії якої 
імппоється за рахунок витрат і надходжень через окремі її елементи 
(підсилювачі, перетворювачі, об'єкт та ін.). 

При відхиленні від стану рівноваги в результаті надходження і 
витрат енергії через дію збурень у системі виникає відхилення регу-
льованої величини від заданого значення. Регулятор починає працю-
па і н і зменшує (в ідеальному випадку зводить до нуля) відхилення 
річ ульованої величини від заданого значення, через що в системі ав-
іоматичного регулювання виникає перехідний процес. Основним 
і жданням ТАР є оцінка поведінки САР у перехідних режимах. При 

51 



Глава 2 ОСНОВНІ ЗАВДАННЯ Й ОСОБЛИВОСТІ ТЕОРІЇ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

цьому необхідно встановити, чи будуть перехідні процеси затухаю-
чими, а системи стійкими і які характеристики матиме САР. 

Поведінка систем автоматичного регулювання в перехідних про-
цесах вивчається в розділі динаміки САР, основними завданнями 
якої є визначення стійкості та якості САР. 

Проте для визначення роботоздатності САР недостатньо того, 
щоб САР була стійкою і мала достатні показники якості в перехідних 
процесах (тривалість перехідного процесу, його характер тощо). 

Важливим є дослідження поведінки САР у стані рівноваги, що 
розглядається в розділі статики САР. У статиці САР вивчається пи-
тання статичної точності — відхилень регульованої величини від за-
даного значення після закінчення перехідного процесу, а також ста-
тичні характеристики системи. 

Основні особливості ТАР такі. 
1. Поведінку САР у перехідних режимах не можна оцінювати за 

характеристиками окремо взятих ланок, які утворюють дану систему. 
Можливі випадки, коли САР, побудована на основі ланок зі стійки-
ми характеристиками, може бути нестійкою. 

Тому дослідження динамічних властивостей САР має виконува-
тися не за характеристиками окремо взятих ланок, а з урахуванням 
їхньої взаємодії в загальній, замкнутій системі. 

2. Вимоги до САР з позицій статики і динаміки протилежні, тому 
для їх задоволення потрібно досліджувати питання динаміки і стати-
ки в тісному взаємозв'язку, приймаючи в разі необхідності компро-
місні рішення. 

Наприклад, підвищення точності системи після закінчення пере-
хідного процесу потребує збільшення так званого коефіцієнта пере-
дачі розімкнутої системи. Водночас зростання цього коефіцієнта не-
гативно впливає на динамічні характеристики САР. При досить ве-
ликих його значеннях система може стати взагалі нероботоздатною. 
Тому цей коефіцієнт треба вибирати так, аби задовольнити супереч-
ливі вимоги статики і динаміки на основі компромісного рішення. 

3. Різні за своїми фізичними властивостями елементи і системи 
часто мають подібні диференціальні рівняння динаміки, що свідчить 
про схожість їхніх динамічних властивостей і характеристик. Тому 
ТАР є загальною наукою, єдиною для найрізноманітніших за своїми 
фізичними властивостями САР. 

Отже, ТАР можна визначити як науку, що вивчає статичні та ди-
намічні властивості САР, принципи побудови структурних схем, ме-
тоди вибору параметрів на основі вимог якості системи. 
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2.2 
Статика систем автоматичного регулювання. 
Умови статичної рівноваги 
і статичні характеристики ланок 

Основним завданням статики як розділу ТАК є 
вивчення САР у статичному стані, що виникає 

після завершення перехідних процесів, зумовлених постійним 
ібуренням. 

Для перебування системи в стані рівноваги мають одночасно ви-
конуватися такі умови. 

1. Відхилення регульованої величини від заданого значення має 
порівнювати нулю або деякій сталій величині. 

2. Надходження регульованої величини має дорівнювати її ви-
ірагам 

<2, = 0 - (2.1) 

3. Положення регулюючого органу системи і виконавчого двигу-
на має бути нерухомим. 

4. Положення керуючого елемента (значення його вихідної вели-
чини) має відповідати нерухомому стану виконавчого двигуна. 

Основною характеристикою статики САР є регулювальна харак-
теристика,, яка показує залежність регульованої величини х від ви-
ірат робочого середовища (9: 

X = Д<2), (2.2) 

.і основною характеристикою статики окремої ланки системи є ха-
рактеристика вхід—вихід: 

* в и х = Л * и ) • ( 2 - 3 ) 

Важливим показником ланки є статичний коефіцієнт передачі: 

К = (2.4) 
•̂ ВХ 

'Залежно від того, яким чином підтримується сталою регульована 
веничина в САР після закінчення перехідного процесу, з позицій 
< і а гики визначають два основні види САР: статичні й астатичні, 
які було досить детально розглянуто при класифікації САР. 
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Рис. 2.1 

2 вх 

"^вих Л / \ вих ^2 вих "^Звих" 

Якщо статичні характеристики окре- 0 
мих ланок задані у вигляді графіків, по- г 
казаних на рис. 2.2, а, б, в, то кожну точ-
ку результуючої характеристики легко Рис. 2.2 
побудувати як суму ординат трьох харак-
теристик ах + бх + в\ , що відповідають деякому значенню вхідної вели-
чини (рис. 2.2, г). 

Результуюча статична характеристика послідовно 
з'єднаних ланок. Послідовне з 'єднання ланок — це таке з 'єднання, 

" 3 вх > 
+ 

(2.5) 

(2.6) 

Е 

0 

Х 2 вих 

При дослідженні питань статики ду-
же часто виникає потреба побудови ре-
зультуючої статичної характеристики 
САР за відповідними характеристиками 
окремих ланок при різних способах їх 
з 'єднання. 

Результуюча статична 
характеристика паралельно з'єднаних 
ланок. Паралельним з 'єднанням ланок у 
ТАР є таке з 'єднання, при якому вхідна 
величина всіх ланок однакова, а резуль-
туюча вихідна величина є сумою вихід-
них величин цих ланок. 

Для трьох ланок, згідно з рис. 2.1, 
можна записати 

Х 3 Е 

сГ 

х \ вх 

о 

\ о 

х 2 вх 

б 

со 

вх 
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вих вх вих в 

1 2 3 1 2 3 
: Х 3 є 

мри якому вихідна вели-
чина попередньої ланки 
< вхідною для наступної 
(рис. 2.3). Результуюча ха-
рактеристика групи по-
пі ідовно з'єднаних ла-
пок визначає залежність вихідної величини останньої ланки від вхід-
ної величини першої ланки. 

У загальному випадку для п послідовно з'єднаних ланок маємо 

Рис. 2.3 

Х п вих У С ^ Ч ВХ ) • (2.7) 

Якщо рівняння п ланок мають вигляд 

К\ Х\ „у, х*) „..„ — Кі х , .... х К х ^ II П ВХ 9 

то, враховуючи, що х, вих = 
рівняння ланок у вигляді 

' X 2 вх > 2 вих 
• у 

З ВХ 9 )1— 1 вих дістанемо 

С\ вих ~ X , в х , 

К2хи К 1 К 2 х ї вх ; 

хп-1 вих — Кп_{хп_2 вих - КХК2 ... Ки_{хх вх; 
Хпйі\х = КпХп_! вих = К{ К2 ... КпХЛ вх . 

Останнє рівняння записаної системи і є результуючим рівнянням 
// послідовно з'єднаних ланок: 

Хптх - КпХ 1вх. (2.8) 

Передаточний коефіцієнт п послідовно з'єднаних ланок, який 
часто називають коефіцієнтом підсилення розімкнутої системи, 

К = К1К2...К„. (2.9) 

І Іри двох послідовно з'єднаних ланках, які мають характеристи-
мі, показані на рис. 2.2, а, б, результуючу характеристику будують 
іакпм чином. У першому квадранті будують характеристику першої 
і;інки х, вих =К1хІВХ, відкладаючи вхідну величину по горизонталь-

ній осі. Характеристика другої ланки будується в другому квадранті, 
а'іо, оскільки х, вих = х 2 в х , вхідна величина х2вх відкладається на вер-
111 кальній осі. Знайдені на горизонтальній осі другого квадранта зна-
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чення х2 в и х переносять на вертикальну вісь четвертого квадранта, в 
якому і записують залежність х2 в и х = / ( * , вх). Відповідні графічні ха-
рактеристики показано на рис. 2.4, а. 

При побудові результуючої характеристики для трьох ланок з 
урахуванням того, щох 2 в и х = х 3 в х , характеристику третьої ланки роз-
міщують відповідним чином у третьому квадранті, а результуючу — 
у четвертому (рис. 2.4, б). 

Рис. гл 

При послідовному з'єднанні більш як трьох ланок за викладеною 
вище методикою можна побудувати результуючу характеристику для 
трьох ланок, а далі розглядати її як окрему характеристику і будувати 
загальну результуючу характеристику з урахуванням інших ланок. У 
результаті дістанемо результуючу графічну характеристику вигляду 

ВИХ ~ / І Х \ ВХ )• 

Характеристика ланки зі зворотним зв'язком. Для лан-
ки зі зворотним зв'язком (рис. 2.5) фактичне значення вхідної вели-
чини можна записати у вигляді 

Х ВХ ~~ Х ВХ — Х ЗВ.З • 

Для пояснення дії зворотного зв'язку на рис. 2.6 наведено харак-
теристику ланки без урахування зворотного зв'язку (крива 1) і харак-
теристику самого зворотного зв'язку (крива 2). 
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2.3. Статична похибка і коефіцієнт передачі (підсилення) 

Якщо врахувати, що на вхід ланки без вх>(5?) вх»1 Лапка ви» 
іворотного зв'язку надходить величина х з в Л Г -
\, ич, то на виході цієї ланки дістане- [ _ _ | ~ 1_ 
МО Х, 13ИХ. Якщо цю величину, З Г І Д Н О 3 1 
РИС. 2.5, подамо на вхід ланки зворотного т ~~ 

Рис 2 5 
їв язку, то на и виході одержимо величи-
ну х ш з , яка при підключенні ланки зво-
ротного зв'язку або додаватиметься до вхідної величини основної 
ч піки (при додатному зворотному зв'язку), або відніматиметься від 
неї (при від'ємному зво-
ротному зв'язку). Якщо 4 
шоротний зв'язок додат-
ний, то, щоб дістати на 
виході ланки ту саму ве-
личину, що і без зворот-
ного зв'язку, на вхід мож-
на подати меншу величи-
ИУ *вх = Х\ вх ~~ *ЗВ.З- У 
цьому випадку матимемо 
гочку А характеристики 
чаїіки з додатним зворот- и Т Т Т 
ним зв'язком (крива 4). хзв.3 ^зв.з 
І Іри від'ємному зворотно-
му зв'язку за тих самих Рис. 2.6 
умов на вхід ланки слід 
подати більшу величину 
х пч = х\ вх + хзв.з' дасть відповідну точку В характеристики ланки з 
під'ємним зворотним зв'язком (крива 3). 

2.3 
Статична похибка 
і коефіцієнт передачі (підсилення) 

Статична похибка — це відхилення регульова-
ної величини від заданого значення після закін-

чення перехідного процесу. Вона є одним із основних показників 
якості САР. 
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т 

р 0 р 0 

г з з 

Вважатимемо, що головного зворотного 
зв'язку ГЗЗ в системі немає (САК розімкну-
та; рис. 2.7). Тоді при початковому значенні 
збурення /0 (і) вихідна величина об'єкта 
х()вих відповідатиме потрібному значенню 
регульованої величини. Зміна збурення до 

Рис. 2.7 значення /, (!) призведе до зміни вихідної 
величини об'єкта до значення хх вих і появи 

відхилення при розімкнутому стані системи 

Д * = * 0 в , . х ~ вих- ( 2 . 1 0 ) 

Якщо замкнути систему за допомогою головного зворотного 
зв'язку, то в замкнутій системі регулятор Р діятиме на зменшення 
відхилення Ах (в ідеальному випадку до нуля). Проте регулятор не в 
змозі повністю ліквідувати Ах, а зменшуватиме його на деяку вели-
чину, яку позначимо Ахвих. Частина Ах, яка залишається в замкнутій 
системі, є статичною похибкою замкнутої системи: 

А = А х - Ахвих. (2.11) 
Величина А надходить знову на вхід об'єкта, тому можна записати 

А = Ахих. (2.12) 

Розділивши всі члени рівняння (2.11) на величину А і врахувавши 
вираз (2.12), дістанемо 

| _ Ах АхШІХ 

А Д*«х 
Оскільки Ахвих/Ахвх = К — коефіцієнт передачі (підсилення) ро-

зімкнутої системи, то статичну похибку замкнутої системи запишемо 
у вигляді 

А = (2.13) 
1 + * 

З цієї формули можна зробити такі висновки. 
1. Статична похибка замкнутої системи прямо пропорційна від-

хиленню регульованої величини при розімкнутому стані системи і 
зменшується в разі збільшення коефіцієнта підсилення розімкнутої 
системи. 

2. Оскільки величина Ах при розімкнутій системі є функцією збу-
рення, що діє на об'єкт, то статична похибка замкнутої системи за-
лежить від збурення. 
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2.3. Статична похибка і коефіцієнт передачі (підсилення) 

К 
ПО 

3. Як буде показано далі при дослідженнях САР, зростання кое-
фіцієнта передачі розімкнутої системи погіршує динамічні властиво-
сті (зменшує так званий запас стійкості системи). Тому бажання 
іменшити похибку замкнутої системи за рахунок зростання кое-
фіцієнта передачі може призвести до втрати стійкості САР. Це відо-
бражає суперечність між вимогами статики та динаміки і веде до не-
обхідності компромісного узгодження вимог статичної точності та 
стійкості САР. 

І Іеможливість задоволення вимог статики і динаміки при деякій 
прийнятій САР спричинює необхідність зміни її структури. 

Статична похибка САК при комбінованому керуванні. 
! Іри комбінованому керуванні функціональна схема має дві частини. 
Одна з них — це замкнутий контур об'єкт (О) та регулятор (Р), який 
забезпечує регулювання за відхиленням, а інша — розімкнутий (ком-
пенсаційний) канал К, котрий формує 
компенсаційний сигнал на об'єкті керу-
вання (рис. 2.8). За допомогою компенса-
ції"! ного сигналу в комбінованій системі 
реалізується також принцип керування за 
збуренням. 

Якщо розімкнути замкнутий контур на 
виході об'єкта, то відхилення вихідної ве- р 
личини об'єкта при дії компенсаційного —— 
каналу обчислюється за формулою 

А * в и х = вих "^3 вих + > (2-14) 

де х0вих — початкове значення регульованої величини, що дорівнює 
іаданому; х{ вих — нове значення вихідної величини об'єкта, яке від-
повідає зміні збурення; хк — компенсаційна дія розімкнутого каналу. 

Відхилення Ахвих буде значно меншим від відхилення при відсут-
пості компенсаційного каналу Ахвих < Ахвих. Тому статична похибка 
комбінованої САК 

АХК 

дк = (2.15) 
1 + К 

О 
Х 0 в 

(>уде менша за похибку замкнутої САР 

Аг 
АК < А = ВИХ 

1 + А ' 
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Із формули (2.15) можна також зробити важливий висновок, що 
одну й ту саму похибку (точність), як і в системі регулювання за від-
хиленням, в комбінованій САК можна дістати при меншому значен-
ні коефіцієнта передачі розімкнутої системи К. Це може мати важли-
ве значення в разі необхідності задовольнити умови стійкості САР 
або збільшення запасу стійкості системи без зменшення її статичної 
точності. 

2.4 
Форми записи рівнянь статики 

Існує три форми запису рівнянь статики: в абсолют-
них величинах, відхиленнях і відносних величинах. 

Запис рівнянь статики в абсолютних величинах. Якщо 
залежність хвих = / (х в х )задано графічно (рис. 2.9), де на осях відкла-
дено абсолютні величини, то відповідну аналітичну залежність мож-
на записати у вигляді 

*вих =сі + (2.16) 

де а — початкове значення вихідної величини; К — коефіцієнт, що 
характеризує нахил характеристики. 

Форма записи рівнянь статики и відхиленнях. Нехай 
початкові значення вхідної і вихідної величин х()вх і х ( )вих. Якщо вони 
зміняться і набудуть значень хвх і хв и х , то з урахуванням відхилень 
Дх„. і ДхИИ¥ можна записати 

вх вих 

Хвх = Х0 вх + ^ В Х ' 

Х ВИХ = -̂ 0 ВИХ + ^'ВИХ' Підставляючи знайдені вирази хвх і хвих в рівняння (2.16), дістаємо 

*0вих + Д^вих = а + * ( * 0 в х + А *вх )• 

Виключаючи рівняння початкової рівноваги х0шіх = а + Ах()вх, одер-
жуємо рівняння статики у відхиленнях у вигляді 

ДхШІХ =КАхт. (2.17) 
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2.5. Динаміка систем автоматичного регулювання. 
~ Завдання й особливості загальноїметодики дослідження 

Форма запису рівнянь статики у відносних (безрозмір-
них) величинах. Введемо базові значення вхідної хбвх і вихідної хбвих 
величин (за базові значення можна прийняти будь-які величини, але 
ідебільшого їхні номінальні значення). 

Визначимо 
Ахп 

б.ІЗИХ 
Ф; 

Дх„ 

X 
Ц, 

б.вх 

звідки дістанемо відхилення: 

Д-^вх = М^б.вх> Д ^ в и х = Ф Х б.вих> 

Підставивши знайдені значення від-
хилень у рівняння (2.17), дістанемо Рис. 2.9 

* б . в и х Ф ~~ ^ б . В Х • 

Враховуючи, що хбвих = Кх6ш, дістанемо рівняння статики у від-
носних величинах: 

Ф = (2.18) 

сенс якого полягає в тому, що в статиці відносне значення вихідної 
величини чисельно дорівнює відносному значенню вхідної вели-
чини. 

2.5 
Аинаміка систем автоматичного регулювання. 
Завдання й особливості загальної методики 
дослідження 

Д: "инаміка САР як розділ ТАК вивчає перехідні про-
ц е с и в різних системах — лінійних і нелінійних. 

Враховуючи принципові особливості лінійних і нелінійних САР, ці 
системи розглядатимемо окремо. 

Динамічні властивості лінійної САР у найзагальнішому випадку 
можуть бути детально вивчені на основі диференціального рівняння, 
яке називають рівнянням замкнутої САР. 
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Рівняння замкнутої САР дістають на основі рівнянь ланок, з яких 
складається дана система. При складанні рівняння замкнутої САР 
виходять з вірогідності принципу детектування, згідно з яким у САР 
існує напрямленість дії ланок — від попередньої до наступної. При 
цьому реакцією наступної ланки на попередню нехтують. Тому рів-
няння динаміки ланки, взятої окремо, буде таким самим, як і цієї 
ланки в деякій САР (необхідно лише узгодити вхідні і вихідні вели-
чини ланок). 

На практиці направленість дії ланок у САР забезпечується наяв-
ністю в системі детектувальних ланок, які можуть передавати енер-
гію лише в одному напрямі. Прикладами можуть бути різноманітні 
підсилювачі та серводвигуни. 

Методика знаходження рівнянь САР. При складанні 
рівняння динаміки дотримуються такої послідовності. 

1. Детально вивчають суть фізичних явищ у САР, знаходять (або 
розробляють) методи їх математичного описання. При цьому насам-
перед встановлюють узагальнені координати системи, під якими ро-
зуміють незалежні одна від одної змінні, необхідні і достатні для пов-
ного описання системи. Кількість незалежних змінних визначає 
кількість ступенів свободи даної системи. 

2. Визначають ланки САР і складають її функціональну схему. 
3. Встановлюють початок відліку відхилень узагальнених коорди-

нат і напрям їх зміни. Як правило, за початок відліку приймають стан 
рівноваги системи. 

4. При складанні рівнянь динаміки ланок і системи в цілому вра-
ховують вплив усіх діючих факторів. 

5. Якщо рівняння системи буде дуже складним, то на практиці 
часто його спрощують. 

Основними шляхами спрощення рівняння САР є: 
/ нехтування деякими факторами, що мало впливають на пове-

дінку і якість системи (наприклад, іноді змінні параметри ланок — 
коефіцієнти рівнянь — можуть прийматись сталими, якщо час сут-
тєвої зміни параметра в кілька десятків разів перевищує тривалість 
перехідного процесу, а також якщо коефіцієнти при вищих степенях 
похідної набагато менші від коефіцієнтів при похідних першого сте-
пеня; в цьому разі можна зменшити порядок рівняння системи); 

/ заміна нелінійних залежностей лінійними — здійснення проце-
су лінеаризації. 
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2 . 6 . Лінеаризація нелінійних рівнянь. Приклади 

При спрощенні рівняння динаміки САР необхідно в кожному 
конкретному випадкові відповісти на питання, чи це спрощення 
можливе, виходячи із технологічних особливостей об'єкта (процесу). 

Після спрощення рівняння і його лінеаризації дістають рівняння, 
яке називають рівнянням першого наближення. Воно дає змогу в ряді 
випадків відповісти на деякі важливі питання побудови конкретної 
системи (стосовно вибору початкового варіанта структури, впливу 
зміни параметрів, встановлення напрямів у проектуванні і настрою-
ванні системи та ін.). 

2.6 
Лінеаризація нелінійних рівнянь. Приклади 

і 
снує два основні методи лінеаризації — графоана-
літичний (лінійно-кускова апроксимація) і аналі-
тичний. 

Графоаналітичний метод лінеаризації. Цей метод базу-
ється на заміні окремих криволінійних частин характеристик відріз-
ками прямої і формуванні відповідних аналітичних залежностей. 

• Приклад 2.1. Характеристику О В генератора постійного струму пока-
зано на рис. 2.10. Потрібно лінеаризувати дану характеристику і знай-
ти аналітичні вирази лінеаризованих частин характеристики. 
Р о з в ' я з а н н я . Характеристику ОВ замінюємо лінійними відрізка-
ми ОЛ і ЛВ. Записуємо рівняння характеристики О А: 

и г = АГ.Л; АГ, = иг юо 
/ , 2 

^г = 50•/„ 
для відрізка А В 

А ЦГ __ 150- 100 _ 50 
~ 3 

= 50; 

К2 = 
А/ , 5 - 2 

V =16,7./,. 

16,7; 

и Приклад 2.2. Лінеаризувати ро-
бочу частину механічної харак-
теристики асинхронного двигуна 

В 
150 

100 

О 

в ^ 

/з, А 

Рис. 2.10 
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(рис. 2.11) з параметрами: номінальний момент 10 Н • м; номінальне 
ковзання = 0,05; кількість пар полюсів р— 3. 

Р о з в ' я з а н н я . Продовжимо робочу частину механічної характе-
ристики до перетину її з горизонтальною віссю в точці N. Номінальне 
значення моменту двигуна Мн = ОN- СN. 3 трикутника САГА''знайде-

мо значення СN= п.. = пиВ; п.. — номінальне значення швидкості, 
ІЗ ос 

що відповідає точці К механічної характеристики двигуна; В — деяка 
стала величина, що характеризує кут нахилу робочої частини характе-
ристики. 

Обчислимо синхронну швидкість асинхронного двигуна 
6 0 / 60-50 1ППП . . 

п0 = —— = = 1000 об/хв, 
Р З 

де / — частота, Гц, 
номінальну швидкість 

пн = п0(\-5) = 1000(1 - 0,005) = 950 об/хв. 

Номінальне значення моменту Ми - А - Впи, або 10 = А - В- 950. 
Записуємо рівняння холостого ходу двигуна: 

0 = А - Вп{), 

звідки А = Я - 1000, або В = — = 0,2; А = 0,2 • 1000 = 200. 
1000- 950 

Лінеаризоване рівняння робочої частини механічної характерис-
тики 

М = 200 - 0,2/г 
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2 .6 . Лінеаризація нелінійних рівнянь. Приклади 

Аналітичний метод лінеаризації. Найбільш пошире-
ним є розклад нелінійної функції в ряд довкола деякої точки харак-
теристики. На практиці застосовуються ряди Паде, Фур'є та ін. 

Найчастіше використовується ряд Тейлора, згідно з яким не-
лінійну функцію /(2) можна записати у вигляді нескінченного ряду 

№ = т + ^>{2 -а) + - а)2 + 

Г\а) ( 2 Л 9 ) 

п\ 

де /{а) — початкове значення функції; /'(а),..., /п(а) — похідні від-
повідного порядку; 2 - а — відхилення змінної відносно її початко-
вого значення в точці а. 

Зг ідно з гіпотезою малих відхилень Вишнєградського, я к а ствер-
джує, що в процесі регулювання відхилення регульованої величини 
відносно її початкового значення незначне, відхиленням змінної 
(2 - а) в другому, третьому і далі степенях можна знехтувати. Тому в 
ТАК вираз (2.19) спрощується і формула лінеаризації набуває ви-
гляду 

/(2) = /(а) + Г(а)(2-а). (2.20) 

• Приклад 2.3. Лінеаризувати тягову характеристику соленоїдного еле-
ктромагніту, тягове зусилля якого можна вважати пропорційним 
квадрату напруги и електричної мережі. 
Р о з в ' я з а н н я . Маємо 

Рт=сти\ (2.21) 

де сел — стала тягового електромагніту, яка залежить від його конс-
труктивних особливостей; и0, Г0ел — початкові значення напруги і сили 
тяги; Аи0, А/^)ел — відхилення відповідних величин. 

Вираз (2.21) можна записати у вигляді 

О̂ел + А е̂л = с е > 0 + да)2. (2.22) 
Розкладемо нелінійну функцію /(2) = (и0 + Аи)2 в ряд Тейлора згід-

но з (2.20). При цьому її початкове значення таке: 

/ ( я ) = "о2; 
/ ( 2 ) = и^ + 2и()Аи. 

Підставляючи знайдений вираз у праву частину рівняння (2.22), 
одержуємо 

З Т е о р і я а в т о м а т и ч н о г о к е р у в а н н я 6 5 
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^Оел + ЬРт = + ̂ ел • 2иіА"-
Виключаючи рівняння початкової рівноваги Р0еп = сел«0

2, дістаємо 
лінеаризоване рівняння тягової характеристики електромагніту у від-
хиленнях 

АРея = сеп • 2щАи = КелАи, (2.23) 

де Кел =2с щ — передавальний (передаточний) коефіцієнт електро-
магніту. 

Аналогічно можна лінеаризувати рівняння моменту асинхронно-
го двигуна, для якого рушійний момент приблизно пропорційний 
квадрату напруги мережі. Згідно з цим можна записати лінеаризова-
не рівняння у відхиленнях 

Мди = КявАи. (2-24) 

2.7 
Форми запису рівнянь динаміИи. 
Приклади складання рівнянь ланок 

Рівняння динаміки ланок і САК можуть бути скла-
дені так, як і рівняння статики в абсолютних вели-

чинах, відхиленнях і відносних величинах. 
При складанні рівнянь динаміки також широко використовуєть-

ся огіераторна форма запису диференціальних рівнянь, згідно з якою 
вводяться символи похідних і інтегралів, що визначаються за допо-
могою оператора р. Записуємо похідні в операторній формі 

сі сі2 2 сі" 
~~ = Р\ = Р ; — = Р . 
сі і с/Г сії 

Тоді 
сіх сіпх „ — = рх, ..., = р X. 
йі сіі" 

Записуємо інтеграли в операторній формі 

[Л = —; Гхсіі = -х; \сіх\хсіі = -\-х і т. д. з р ^ р і з р-
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2.7. Форми запису рівнянь динаміки. 
Приклади складання рівнянь ланок 

При операторній формі запису оператор р розглядається як деяка 
величина, на яку можуть поширюватись усі алгебричні дії. 

Правомочність відокремлення функції від знака оператора мож-
на показати на основі відомих положень математики. 

Наприклад, на основі того, що похідна суми деяких величин х, у, 
- є сума цих похідних 

СІ , ч СІХ СІу СІ2 
— (х + у + 2)= + — + , 

сіґ сі І СІЇ СІЇ 

в операторній формі можна записати 

рх + ру + р2 = р(х + у + 2). 
Множення або ділення обох частин деякого рівняння на опера-

тор р можливе, оскільки можливе почленне диференціювання або 
- . . ^ ^ сіх . . інтегрування обох сторін рівностеи. Так, — = рх, а інтеграл похідної 

сіґ 
сіх , 
— = х при операторній формі запису має вигляд 

сіі 
1 

— рх - X. р 

І 

Приклади складання рівнянь динаміки при використанні 
різних форм запису. Як приклад розглянемо добре відомий елемент — 
активно-індуктивний електричний опір 2 (рис. 2.12, а). Вхідною ве-
личиною є напруга и, вихідною — струм /. 

На практиці такими елементами є обмотки збудження електрич-
них машин постійного струму, котушки електромагнітів, елементи 
соленоїдних електроприводів тощо. 

У даному разі необхідно встановити в динаміці залежність вхід — 
вихід / = / (« ) , використовуючи відомі положення фізики (електротех-
ніки). Згідно з теорією 
електричних кіл еквіва- 2 /? х^ 
неп гну схему елемента и [—-
(ланки) 2 можна пред-
ставити у вигляді двох 
послідовно з 'єднаних 
електричних опорів — а 
активного К і індуктив-
ного X/ (рис. 2.12, б). 

м 
, "я , 

і у 

Рис. 2.12 
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Миттєві значення спаду напруги на активному й індуктивному 
опорах відповідно позначимо ик і иь. При послідовному з'єднанні 
опорів їх сума спадів напруги дорівнює миттєвому значенню напруги 
мережі: 

Оскільки ик = і Я, а иь = -еі = Ь— (де еь — ЕРС самоіндукції, а Ь 
сії 

коефіцієнт самоіндукції), то 

• п і & и = і Я + Ь—. 
сіі 

Розділивши ліву і праву частини знайденої рівності на Я і перенісши 
вихідні величини в ліву частину рівняння, дістанемо рівняння дина-
міки ланки активно-індуктивного опору в абсолютних величинах у 
вигляді 

Т~ + і = ки, (2.25) 
сіі 

де Т = — стала часу; к = — — передаточний коефіцієнт ланки. 

В операторній формі запису це рівняння матиме вигляд 

(Тр + І)/ = ки. (2.26) 

Для складання рівняння у відхиленнях введемо початкові значення 
С/0, /0 і відповідні відхилення Аита А/. 

Підставляючи значення и=1! 0 + Аи; і = /() + А/ у рівняння (2.25), 
дістанемо 

Г ^ ; А / ) + /о + А/ - + А//). 

Виключаючи з цієї рівності рівняння початкової рівноваги 
1/0 = 10Я, матимемо 

Г ^ і + д/ = (2.27) 
сіі 

в операторній формі запису 

(Тр + \)Аі = кАи. (2.28) 
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2 . 8 . Коефіцієнт самовирівнювання та його вплив 
на характер перехідних процесів 

Для складання рівняння у відносних величинах введемо як базові 
номінальні значення струму /н і напруги ЦН9 позначивши 

_ А і ш _ А и 

Н II 

Підставляючи в рівняння ( 2 . 2 7 ) і ( 2 . 2 8 ) значення Аи = [іІІн , 
А/ ф/ н , запишемо рівняння динаміки у відносних величинах у ви-
гляді 

+ ф = Ц, ( 2 . 2 9 ) 
СІІ 

в операторній формі запису 
(Тр + 1 ) ф = [ і . ( 2 . 3 0 ) 

2.8 
Коефіцієнт самовирівнювання та його вплив 
на характер перехідних процесів 

Рівняння багатьох об'єктів автоматичного керуван-
ня в загальному випадку можна записати у вигляді 

сіх 
Т - ^ - + х и т = к х вх. (2.31) 

Розв'язок цього рівняння 

* в и х =кхйХ(\-е-«Т). ( 2 . 3 2 ) 

Розділивши ліву і праву частини рівняння (2.31) на передаточний 
коефіцієнт к і позначивши Т/к = Т(П а 1 /к = кс, дістанемо рівняння у 
вигляді, запропонованому професором Стодолом: 

сіх 
Т а — ^ + к е х т = х в х . (2.33) 

сіі 
Підставивши в розв'язок ( 2 . 3 2 ) значення к = \/кс, Т = Так = 

Та /кс, дістанемо 
_ґкс 

(2.34) кс 
до /сс — коефіцієнт самовирівнювання. 

69 



Глава 2 основн і ЗАВДАННЯ Й ОСОБЛИВОСТІ ТЕОРІЇ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Проаналізуємо вираз (2.34) відносно коефіцієнта кс. При 
кс > 0 і / - » о о хвнх -*хих/кс; з а л е ж н і с т ь хвнх = / ( / ) є е к с п о н е н т о ю 
(рис. 2.13, а). 

Якщо кс < 0 і ^ —> °°, то хвих -> (рис. 2.13, б). 
сіх 

При кс = 0 рівняння динаміки матиме вигляд Та
 Ш1Х = хвх і 

сіі 
1 г 

в̂их = Я к Щ ° *вх = сопе* , то хвих = (.ха х /Та)ї . У даному разі 
* а 

при і —> оо хвих —> °о (рис. 2.13, в). 
Отже: 
• при кс > 0 об'єкти мають стійкий перехідний процес і в прин-

ципі можуть працювати без регулятора (електродвигуни та ін.); 
• об'єкти з кс < 0 і кс = 0, маючи нестійкі перехідні процеси, не 

в г 

Рис. 2.13 

70 



2 . 9 . Рівняння машини-двигуна 
~ з одним ступенем свободи 

ний двигун на нестійкій частині характеристики (рис. 2.13, г) 
та ін.). 

При цьому необхідно зазначити, що автоматичні регулятори, 
обов'язкові при об'єктах з кс = 0 і кс <0 , застосовуються і для об'єк-
і і в з /сс > 0. Принципова різниця полягає лише в тому, що при кс > 0 
автоматичний регулятор (як буде показано далі) використовується не 
для досягнення стійкості, а для підвищення якості динамічних режи-
мів (швидкодії, точності). 

2.9 
Рівняння машини-двигуна 
з одним ступенем свободи 

У сучасній теорії електропривода досить часто не-
складні робочі машини, які є об'єктами в систе-

мах автоматичного керування, розглядають разом з приводним дви-
гуном як одне ціле. З цією метою момент інерції (масу) робочої ма-
шини приводять до вала двигуна, і далі цей елемент системи робоча 
машина—двигун вважають по суті об'єктом системи автоматичного 
керування. 

У ряді випадків такий підхід допускається, оскільки при простих 
робочих машинах кількісне врахування впливу приведеного моменту 
інерції (маси) може бути достатнім — при цьому не зміниться вигляд 
математичних залежностей, які відображають динамічні явища в си-
стемі керування. Для складних робочих машин, коли необхідно вра-
ховувати наявність пружностей в елементах машини, багатомасо-
вість, наявність кількох регульованих параметрів, такий спрощений 
підхід може виявитися недостатнім. 

Якщо вважати зв'язок робочої машини з двигуном абсолютно 
жорстким, то рівняння динаміки системи робоча машина—двигун ма-
тиме вигляд 

= (2.35) 

де ./ — момент інерції, приведений до вала двигуна; со — швидкість 
обертання двигуна; Мл — рушійний момент двигуна; Моп — момент 
опору. 
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Рушійний момент, як правило, є функцією підведеної ДО НЬОГО 

енергії, яку відобразимо через положення х відповідного органу регу-
лювання (наприклад, органу регулювання електричної напруги, що 
подається до електродвигуна, або органу подання пари в парову тур-
біну), а також швидкості руху со. 

Момент опору залежить від швидкості та має деяку незалежну від 
неї складову /( /) . 

Згідно з викладеним, рівняння (2.35) матиме такий вигляд: 

У ^ = Мл (со, х) - Мш (ш) - / ( / ) . (2. 36) 

Функції Л/д(со, х)та Моп (со) можуть бути заданими у вигляді гра-
фічних залежностей або аналітично. В загальному випадку вони не-
лінійні. Функцію / ( / ) на час регулювання можна прийняти за сталу 
величину / ( / ) = /о-

Злінеаризуємо нелінійні залежності, склавши вирази (2.36) для 
точки со0, х0 на основі розкладу в ряд Тейлора. Тоді, відкидаючи не-
лінійні члени розкладу, дістаємо 

'дМя Мд(со,х) = Л/д0 + 
(70) 

Асо + 
дх 

Ах ; 
х = л'о 4 у о) = (оо 

М 0 І М = М + ДО). 
V Зсо ) м = 0)о 

Підставляючи знайдені вирази в рівняння (2.36), враховуючи, що 
со = со0 + Лсо,та нехтуючи для спрощення записами со = со0 і х = х 0 , ма-
ємо 

^ . - - до, + - - / , . 

Виключимо рівняння статики Мд{) = Моп{) + / 0 , тоді 

СІЇ [ дх ^ І д(і) Зсо 

Вважаючи х вхідною величиною об'єкта, а Асо — вихідною, одер-
жимо рівняння машини-двигуна у відхиленнях у вигляді 

, г/Асо ( д М З Л О А „ч У + — ^ Асо = —— Ах. (2. 37) 
с!і І Зсо Зсо ) дх 
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2 . 9 . Рівняння машини-двигуна 
з одним ступенем свободи 

Для запису у відносних (безрозмірних) величинах, при базових 
значеннях х і со, що дорівнюють номінальним хн , сон, дістанемо від-

Асо . .. Ах . посне значення вихідної величини ф = —, а вхідної — = —, звідки 
<°н * „ 

А(о = фшн, Ах = |ііхн. Підставляючи їх у рівняння (2.37), дістаємо 

Т СІЦ) ( дМ0 со „ / — + ! 
дМ^ 

Зсо 
сонф = 

з м „ 
дх сіі \ Зсо 

Дане рівняння в формі Стодоли матиме вигляд 

/сон й/ф V дш Зсо 

хнц. 

С0„ 

дх 
сіі дМ, 

дх 

ф = (А, 

де 
м, 

ЗМ^ 
дх 

т 

стала часу; 

дЛ/оп 
Зсо 

дМд 
Зсо 

С0и 

З^Д 
Зх 

(2. 38) 

коефіцієнт самовирівнювання. 
Знайдений вираз дає змогу, виходячи з особливостей зміни 

моментів двигуна Мя та опору Моп залежно від швидкості со, дійти та-
ких висновків. 

1. Якщо момент двигуна зі збільшенням швидкості зменшується, 
д М д а момент опору зростає, то з урахуванням того, що - завжди біль-

Зх 
і не за нуль, коефіцієнт самовирівнювання кс > 0. Отже, як зазнача-
лося раніше, об'єкт може стійко працювати без автоматичного регу-
лятора. 

2. При зменшенні моменту опору зі збільшенням швидкості, як-
що момент двигуна зменшується, то можливо, що кс < 0. У цьому 
разі об'єкт не може стійко працювати без регулятора. 
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Глава 2 ОСНОВНІ ЗАВДАННЯ Й ОСОБЛИВОСТІ ТЕОРІЇ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Детальніше фізичні особливості взаємодії робочої машини з при-
водними електродвигунами залежно від особливостей їхніх механіч-
них характеристик розглядаються в теорії електропривода. 

Контрольні запитання та завдання 

1. Дайте перелік основних особливо-
стей теорії автоматичного регулю-
вання (ТАР). 

2. Назвіть основні умови знаходжен-
ня системи в статичному стані. 

3. Як побудувати результуючі ста-
тичні характеристики групи по-
слідовно і паралельно з'єднаних 
ланок? 

4. Побудуйте статичну характерис-
тику ланки зі зворотними зв'яз-
ками. 

5. Яка залежність точності САК від 
коефіцієнтів підсилення окремих 
ланок? 

6. У чому полягає протилежність ви-
мог статики і динаміки? 

7. Наведіть приклади рівнянь стати-
ки і динаміки в різних формах 
запису. 

8. Назвіть методи лінеаризації та 
вкажіть особливості їх застосу-
вання. 

9. Як використовується гіпотеза ма-
лих відхилень при лінеаризації? 

10. Що таке коефіцієнт самовирівню-
вання і як він впливає на характер 
перехідних процесів? 

11. Як коефіцієнт самовирівнюван-
ня залежить від характеристик 
об'єкта? 

12. Нарисуйте функціональні схеми 
багатовимірної зв'язаної і незв'я-
заної систем. 

13. Визначіть статичну помилку ро-
зімкнутої системи. 

14. Наведіть вирази статичної поми-
лки розімкнутої системи. 

15. Від чого залежить статична поми-
лка комбінованої САК? 

16. Як одержати рівняння динаміки 
системи «машина—двигун»? 



Глава 1 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ 
ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ 

° 1 СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО 
КЕРУВАННЯ 

3.1 
Типові елементи (ланки) 
систем автоматичного керування 

Н е 
а практиці перехідні процеси різних за своїми 

Іфізичними принципами дії ланок (елементів) мо-
жуть визначатися подібними диференціальними рівняннями дина-
міки, що дає можливість класифікувати ланки за виглядом рівнянь 
динаміки. Наприклад, з цієї точки зору, до одного типу ланок можна 
віднести такі, на перший погляд, різні ланки, як механічна рухома 
маса та електричне активно-індуктивне коло. 

Так, рівняння динаміки для механічної маси з моментом інерції ^ 
можна записати у вигляді 

Мтн = Л/дв - Моп 

або при Моп = кю 

Групуючи вихідні величини в лівій частині рівняння, а вхідні — в 
правій, дістаємо 

СІОд 
Ті 

+ ( 3 . 1 ) 

Рівняння динаміки активно-індуктивного кола з електричним 
активним опором Я та індуктивністю Ь матиме вигляд 

Ь— = и - іЯ, 
сіі 

або 

Ь— + іЯ = и. ( 3 . 2 ) 
сіі 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Рівняння (3.1) і (3.2) мають аналогічний вигляд, тому характер 
зміни струму і та швидкості со в перехідних режимах цих елементів 
буде аналогічним і за класифікацією, прийнятою в теорії автоматич-
ного керування, ці елементи відносять до одного й того самого типу. 

З лівої частини рівняння елемента, в якій представлені вихідна 
величина та її похідні, видно, як швидко та точно реагує ланка на 
вхідну величину, що записується в правій частині рівняння. 

Наявність похідних у лівій частині рівняння означає, що елемент 
поступово реагує на вхідну величину, перехідний процес діє певний 
час, коли є відхилення вихідної величини від заданого рівня. 

Якщо похідних у лівій частині рівняння динаміки ланки нема, то 
це означає, що вона миттєво реагує на вхідну величину. 

Похідні можуть бути не тільки в лівій частині рівняння динаміки 
ланки, а й у правій. 

У загальному випадку права частина рівняння динаміки ланки 
показує, на що реагує ланка і з яким коефіцієнтом передачі (підси-
лення) вхідна величина з'являється на її виході. 

Залежно від вигляду правої частини рівняння ланка може реагу-
вати: на саму вхідну величину; тільки на похідну від вхідної величи-
ни; на інтеграл від вхідної величини; на вхідну величину та її похід-
ну; на вхідну величину та інтеграл від неї; на вхідну величину, похід-
ну та інтеграл від неї. Можливі й інші варіанти вигляду правої 
частини рівняння. 

Основними динамічними характеристиками ланок є: 
• часова характеристика хІШХ = / ( / ) ; 
• перехідна функція /?(/) = хшіх (/), яка являє собою реакцію ланки 

на одиничну ступінчасту вхідну дію хІІХ = !(/); 
® функція ваги, що є похідною від перехідної функції 

Крім названих характеристик, важливими характеристиками ла-
нок є передаточні функції \¥(р) та різні частотні характеристики (до-
кладніше вони розглядатимуться далі). 

Відповідно до рівнянь динаміки розрізняють типові динамічні 
ланки. 

Безінерційна (підсилювальна) ланка. її називають також 
ідеальною статичною ланкою. Вона має як в динаміці, так і статиці 
однакове рівняння 
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3.1. Типові елементи (ланки) систем 
~ автоматичного керування 

яке показує, що вхідна величина миттєво, без будь-яких відхилень, 
надходить на вихід елемента з передаточним коефіцієнтом /с. При-
кладом таких елементів можуть бути механічні редуктори, які не ма-
ють люфтів, електронні лампи, потенціометри та ін. 

Аперіодична ланка першого порядку. Її іноді називають 
інерційним, релаксаційним або одноємнісним елементом. 

Рівняння динаміки такої ланки 
сіх у _ вих 
сії ^ ВИХ ^ в х ' (3.3) 

або в операторному вигляді 

(Тр + 1)хШІХ = кхах. (3.4) 

Розв'язок такого лінійного неоднорідного диференціального рів-
няння першого порядку має вигляд 

*вих - кхііх(\ 
-І/Т (3.5) 

це експонента (рис. З.І, Відповідна часова характеристика 
крива /). 

Якщо вхідна величина відсутня (що відповідає, наприклад, від-
ключенню напруги з деякого активно-індуктивного опору), то дина-
мічний процес можна записати у вигляді однорідного рівняння 

(Тр + 1)хвих = 0, 

яке називають рівнянням незбуреного руху. Розв'язок його 

х = кх . 
НІ,IV ^^ V ,, V V . 

(3.6) 

(3.7) 

Відповідна часова характерис-
іика зображена на рис. З.І (кри-
ва 2). 

В усіх наведених вище рівнян-
нях Те стала часу, яка характеризує 
11 іерційні властивості відповідної 
ланки. 

Сталу часу можна знайти за ос-
цилограмою хвих(ґ). Дійсно, при 
/ Т з рівняння (3.5) маємо 

*вих ~ кхах (І - е~1) = 0,632А:хвх. 

Рис. 3.1 

(3.8) 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Тому для визначення Т достатньо відкласти по вертикальній осі 
0,632 хцх і на осі часу і знайти відповідне значення Т. 

Тривалість перехідного процесу гп = (3...4)Т. 
Якщо рівняння динаміки ланки 

сіх у вих 
сії 

= кх„ (3.9) 

то її н а з и в а ю т ь нестійкою аперіодичною 
ланкою. 

Розв'язок цього рівняння 
х = кх (е'/Т 

вих вх Vе О- (3. 10) 

Рис. 3.2 

Часова характеристика ланки, зображена 
на рис. 3.2, показує, що при і —> <*> хаііХ -> <*>. 

Аперіодичними ланками є різні електро-
технічні пристрої з активно-індуктивним 
опором, механічні інерційні пристрої, гене-
ратори постійного струму та ін. 

• Приклад 3.1. Вивести рівняння динаміки генератора постійного 
струму, принципову схему якого зображено на рис. 3.3, де м>3 — обмот-
ка збудження генератора з індуктивністю Ь і активним опором /?. 

Р о з в ' я з а н н я . Якщо прийняти, що швидкість обертання якоря 
генератора стала, то напруга генератора иу може змінюватись лише за-
лежно від напруги на обмотці збудження иЛ. В цьому разі рівняння ди-
наміки має дати залежність 

= / ( « , ) . 

Для обмотки збудження 
_ # сіі, 

иг и, = Ь^ + Яіг сії 

УУ3 

і я 
и* 

Виходячи з лінійності характеристики генератора, за-
писуємо 

иГ = сі3, 
иГ звідки /3 = —. 

Переносячи вихідні величини в ліву частину, 
дістаємо 

Рис. 3.3 

Ь сіиГ 

с сіі 
Я + -иГ = ил с 
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3.1. Типові елементи (ланки) систем 
автоматичного керування 

Увівши позначення Ь/К = ТГ, с/Я = кГ, матимемо рівняння гене-
ратора у вигляді 

Т Г ^ + иГ=кГи3, (3.11) 

в операторній формі запису 

(ТГр+\)иГ =кГи.Л. (3.12) 

Ланки другого порядку. До цієї групи належать ланки, 
рівняння динаміки яких має вигляд 

И ~ у /7у 
+ + =кхт. (3.13) 

аі сіі 

Позначивши 4а -Тх Ь = Т2, дістанемо рівняння в операторній 
формі запису: 

(Т{
2р2 +Т2р+ 1)хшіх = кхт. ( 3 . 1 4 ) 

Розв'язок цього рівняння 

* в и х =кхт(С{е*' + С2е* + 1 ) , ( 3 . 1 5 ) 

де Сь С2 — сталі інтегрування; ри р2 — корені характеристичного 
рівняння 

Т2р2 +Т2р+\ = 0. (3.16) 

Залежно від коренів характеристичного рівняння можливі два 
різновиди ланок другого порядку — аперіодичні та коливальні. Рів-
няння динаміки цих ланок мають однаковий вигляд, але їхні часові 
характеристики суттєво відрізняються. 

Аперіодичні ланки другого порядку. До ланок цього виду належать 
лапки при дійсних і від'ємних коренях характеристичного рівняння 

27] 

Це можливо за умови, коли Т2 > 2Т{. 
При/?, <0(рЛ = -оі] ),р2<0 (р2 = -а2)розв'язокрівняння ланки 

- ± - + с 2 - 1 

е*\г 2
 еа2> 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Рис. 3.4 

Часову характеристику наведе-
но на рис. 3.4. Вона визначається 
сумою двох експонент, що і зумов-
лює назву ланки. 

Коливальні ланки. К о л и в а л ь -
ною ланкою є елемент другого по-
рядку при комплексних коренях 
характеристичного рівняння з 
від'ємною дійсною частиною. В 
цьому випадку 

д е а = Г2/2Г1
2;р 

р{ = - а + ур; р2 = - а - у"Р, 

VТ2
2 - 4Т|2 

ТР2 

Розв'язок рівняння динаміки елемента можна записати у вигляді 

+ 1) = 

= кхш[\ +е~ш(С1е^' +С2е-'*')]. 

Згідно з формулою Ейлера 
соя рі + у зіп р/; 

е~і[и = соя р/ - у зіп Рі. 

Замінюючи показникові функції на тригонометричні, після не-
складних перетворень дістанемо 

* в и х = кхйХ {1 + [С{ (соя рі + у зіп РО + С2 (соя р/ - у яіп РО]} = 
= кхах{\ + е~аг[(С{ + С2 )соя \М + у(С, - С 2 ) з і п р / ] } = 

= кхах [1 + е~ш (А соя р/ + у Я зіп РО]; 

в̂их =/схих[1 + е - а ^ я і п ( р / + ф)], (3.18) 
де С1 + С2 = А; С, - С2 = В; В = 4а2 + В2 — амплітуда гармонічних 

коливань; ер = агсі£ зсув за фазою. 

Часову характеристику, що відображує затухаючий коливальний 
процес і побудову згідно з рівнянням (3. 18), наведено на рис. 3.5. 

Тривалість перехідного процесу іп ~ З Т \ де Т' — стала часу 
апроксимуючої експоненти, показаної штриховою лінією, що зале-
жить від дійсної складової комплексного кореня: 
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3.1. Типові елементи (ланки) систем 
~ автоматичного керування 

Т,= 2 7 ? . 
Т2 ' 

/ = З = 

З наведеної формули 
видно, що коливальні 
властивості ланки друго-
іо порядку визначають-
ся коефіцієнтом Т{ при 
другій похідній, а демп-
(|>уючі — коефіцієнтом рис з 5 
Т2 мри першій похідній. 

При Т2 < 2Г, елемент другого порядку є коливальним, а при Т2 > 
> 2Г| — аперіодичним. 

Рівняння ланки другого порядку можна записати також у дещо 
іншому вигляді: 

(Т2р2 + 2^Тр + 1)хвих = кхах, 

де Т = Тх; £ = Т2/2Т{ — декремент затухання або коефіцієнт демпфу-
вання. 

Залежно від величини £ ланка другого порядку різко змінює свої 
властивості. Згідно з цим, при 0 <£< 1, ланку називають коливальною. 

Якщо £ = 0, ланку називають консервативною. 
Часова характеристика даної ланки визначається розв'язком ха-

рактеристичного рівняння, який при суто уявних коренях матиме 
вигляд 

Хцих ~~ кх их (С, Є УР' + 1), 
або 

*вих = кх»х [С1 (соз РІ + ] ЗІ 11 РО + С2 (соз Рі - ] зіп РО + 1] = 
= £хвх[1 + Яз іпфґ + ф)]. 

І Іри цьому хвих є коливанням зі сталою амплітудою О при куті зсуву 
відносно початкової точки і = 0, що дорівнює ф. 

Прикладом ланок другого порядку можуть бути каскадні магнітні 
підсилювачі, електромеханічні підсилювачі поперечного поля та 
двигуни постійного струму. 
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• П р и к л а д 3.2. Вивести рівняння двигуна постійного струму з незалеж-
ним збудженням. 

Р о з в ' я з а н н я . Вихідною величиною в даному разі буде швидкість 
аз, яка регулюється зміною напруги и, що подається в якірне коло дви-
гуна. Таким чином, треба встановити в динаміці залежність ш = / (и ) . 
Запишемо рівняння електричної рівноваги для якірного кола двигуна, 
маючи, зокрема, на увазі, що вдвигуновому режимі напруга живлення 
обчислюється за формулою 

1 А 'я г, • 
" = К + Дя'я + Є* 

де Яя — відповідно індуктивність і активний опір кола якоря; е — 
проти-ЕРС (електрорушійна сила) двигуна. 

Для режиму розгону двигуна можна записати рівняння динаміки у 
вигляді 

М Ю Я = М „ - М „ , (3.19) 
де М ш ш , Мд в , МСТ — відповідно динамічний, двигуновий і статичний 
моменти двигуна. Коли статичний момент невеликий, тобто М с т ~ 0, 
то можна записати 

, СІ(Х) 
~Г = Сі Ія > СІІ 

звідки 

^ сім 
сі СІІ 

де /— момент інерції двигуна; с і — стала струму. 
Підставляючи знайдене значення /я в рівняння електричної рівно-

ваги кола якоря двигуна, після деяких перетворень дістанемо 

Ь^ сі2со л я / с/ш • + + С„0) = £/. 
СІҐ С; СІ1 

Введемо позначення: 

М.-т*. М - т - 1 - к - Ч 5 - 12> - /Сд 
Сі Се Сі Се Се 

При цьому рівняння динаміки двигуна постійного струму в опера-
торній формі матиме вигляд 

(Г,У+ 7>+ 1) со = км. (3.20) 
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3.1. Типові елементи (ланки) систем 
~ автоматичного керування 

Якщо Т2 = >27] = 2 І — а б о Яя -— > 2ІТГЯ, то двигун при да-
с і се V с і се Vс і се 

ному співвідношенні параметрів буде аперіодичною ланкою другого 
порядку, а в противному разі — коливальною ланкою. 

Інтегрувальні (астатичні) ланки. Рівняння динаміки 
панок даного типу має вигляд 

*в«х =к\хтА, (3.21) 

а в операторній формі запису 

*в„х =к-хІІХ. (3.22) 

Розв'язок цього рівняння 

кхі. (3. 23) 

Часову характеристику наведено на рис. 3.6. Вона показує, що 
при /—>00 хвмх —> <~за умови, що на вході ланки існує вхідна величи-
на (хах ф 0). 

Прикладом інтегрувальної (астатичної) ланки може бути гідрав-
лічний серводвигун (рис. 3.7). 

Вхідною величиною елемента хвх є переміщення золотника 3, а 
вихідною хвих — переміщення поршня П. Поршень рухається під ти-
ском масла (2, яке надходить, залеж-
но від положення золотника, у верх-
ню або нижню порожнину циліндра 
серводвигуна СД. Швидкість пере-
міщення поршня ув пропорційна 
кількості масла 0, що надходить у 
відповідну порожнину циліндра. 

х О 

Рис. 3.6 Рис. 3.7 
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Отже, можна записати 

V, =С|<2. 
СІІ 

Своєю чергою кількість масла в циліндрі пропорційна величині 
сіх хвх — відхиленню золотника. Тому 0 = с2хпх, звідки —— = с]с2хвх. 

сіі 
Зінтегрувавши праву і ліву частини рівняння, дістанемо 

Аифєрєнціювальна ланка. В ланках цього типу вихідна 
величина залежить від швидкості зміни вхідної. При сталому значен-
ні вхідної величини вихідної величини не буде. 

Рівняння динаміки елемента 

х т х = к ^ - (3.24) 
СІІ 

або 
*вих = кРх вх- (3.25) 

Прикладом елементів ланок даного типу можуть бути електричні 
кола І - /?, Я - С. 

• Приклад 3.3. Записати рівняння динаміки ланок Ь — К і К — С 
(рис. 3.8 і 3.9). 

Р о з в ' я з а н н я . Для схеми і — К 

• п і А1 
ипх = іК + ь—. 

сії 

Здиференціювавши ліву і праву частини рівняння, дістанемо 

сії сії сії2' 

Позначивши Ь / К = Т, Ь С 1 = е, = ивих, після мпожеипя лівої і правої 

частин рівняння на матимемо 

+ = (3.26) 
ш сії 
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3.1. Типові елементи (ланки) систем 
~ автоматичного керування 

Рис. 3.8 Рис. 3.9 

Від класичного вигляду дане рівняння відрізняється наявністю в лівій 
частині складової Т — — , що є похибкою диференціювання. Наяв-

сії 
ність похибки вказує, що ідеальне диференціювання неможливе. 

Складемо рівняння для елемента виду Я — С: 

О \ии 

«вх = «С + "вих = С + І Н = : С + / 7 ? ' 

де 0 — заряд; С — ємність. 
В операторній формі можна записати 

1 • -О -о( 1 її (Тр+1 ипу = / + іЯ = іЯ\ — + 1 = і/п1іх — 
™ рС І Тр ) вих1 Тр 

де Т = КС. 
Звідси 

1 Тривх. (3.27) 
Тр + 

У даному разі — похибка диференціювання. 
Тр+ 1 

Деференціювальні елементи використовуються в системах автома-
тичного керування для демпфування коливань та поліпшення якості 
перехідних процесів. 

Ланки із запізненням. Х а р а к т е р н и м и о с о б л и в о с т я м и 
т а к и х л а н о к є те, що в е л и ч и н а , я к а надходить на вхід, передається на 
вихід л а н к и з д е я к и м з а п і з н е н н я м т. У багатьох випадках к о е ф і ц і є н т 
передачі л а н о к і з з а п і з н е н н я м д о р і в н ю є о д и н и ц і . П р и к л а д о м таких 
л а н о к можуть бути т р у б о п р о в о д и , т р а н с п о р т е р и , п р о к а т н і стани 
т о щ о . 
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Рівняння ланок із запізненням мають вигляд 

* в и х ( 0 = * « х ( > - * ) • ( 3 - 2 8 ) 

Після перетворень за Лапласом і використання теореми запіз-
нення в операторній формі запису рівняння матиме вигляд 

хтх(р) = хшх(р)е-'\ ( 3 . 2 9 ) 

Крім розглянутих типових ланок, що відрізняються виглядом ди-
ференціальних рівнянь та значенням коренів характеристичного рів-
няння, можливі деякі інші підходи до класифікації ланок, які розгля-
датимуться далі. 

3.2 
Приклад складання рівняння 
тиристорного перетворювача (підсилювача) 
як ланки із запізненням 

Неперервний сигнал керування £/их, що надходить 
до тиристорного перетворювача (ТП), подається 

насамперед до системи імпульсно-фазового керування (СІФК), яка є 
частиною ТП. За її допомогою сигнал перетворюється на послідов-
ність керуючих імпульсів, які формуються генератором імпульсів і 
мають відповідне відхилення за фазою щодо моменту відкриття ти-
ристора. Змінюючи величину відхилення фази керуючих імпульсів, 
тиристорний перетворювач виконує зворотне перетворення дискрет-
них сигналів на кусково-негіерервний сигнал вихідної величини итіХ 
або /Ш1Х, який подається в якірне коло двигуна Д. 

При точному розгляді процесів, що відбуваються в тиристорному 
перетворювачі, він має розглядатись як нелінійний дискретний еле-
мент системи керування. Досить точне математичне описання його 
можливе на основі теорії систем з широтно-імпульсною модуляцією 
другого роду (ШІМ). Це складно, і тому в практиці ТАК використо-
вується, як правило, спрощене уявлення про процеси, що відбува-
ються в ТП. 

Згідно з теоремою Котельникова, тиристорний перетворювач без 
втрат інформації пропускає сигнали, частоти яких менші за гранич-
ну частоту 
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3.2. Приклад складання рівняння тиристорного перетворювача (підсилювача) 
як ланки із запізненням 

т сом 00 = — 
2 ' 

де т — кількість фаз перетворювача; оом = 2я/ — частота напруги ме-
режі; / — частота в герцах. 

Якщо частота проходження дискретних імпульсів оо/ = — < шгр, 

де ТІ — період квантування, то ТП можна лінеаризувати (апроксиму-
вати) лінійною безінерційною ланкою з коефіцієнтом підсилення 
к т .п • 

При такому підході треба мати на увазі, що при значному зрос-
танні коефіцієнта підсилення системи з ТП у замкнутому колі для 
збільшення швидкодії і статичної точності САК можливе виникнен-
ня небажаних автоколивань з частотою граничної гармоніки шф. 

Важливою особливістю ТП є також явище неповної керованості. 
Воно полягає в тому, що при зміні кута керування тиристором ос з ча-
стотою, більшою за сом , і при — > сом процеси в ТП при збільшенні 

сіі 
і зменшенні кута а відбуваються по-різному. 

При зменшенні кута напруга ис1 на виході ТП повністю залежить сіос 
від а (і), а при збільшенні а(/) і — > сом комутація тиристора не відбу-

де 
вається. При цьому ис1 не є функцією а (і), а є відрізком синусоїдаль-
ної анодної напруги вентиля, який було відкрито в останній момент 
зміни кута керування. 

сіа 
Отже, при — < шм ТП можна зобразити як неперервну безінер-

сіі 
^ сіа . . . . . 

шину ланку. При —> сом спостерігатиметься невідповідність між 
сіі 

вхідними і вихідними величинами тиристора, що потребує відповід-
ного математичного відображення. 

Невідповідність вхідних і вихідних величин у даному випадку є 
причиною появи фазових зміщень при гармонічних змінах вхідної 
величини. Максимальне фазове зміщення на виході ТП відповідає 

0 п зміщенню деякої ланки з чистим запізненням на час т = , де О — 
4 с о м 

м 
діапазон зміни кута керування. 

Завдяки неповній керованості, дискретності та нелінійності ТП у 
замкнутій системі можуть виникати автоколивання на найнижчих 
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субгармоніках з великою амплітудою і порівняно невеликою часто-
тою. Такі автоколивання можуть призвести до перевантаження окре-
мих елементів ТП і різкого зменшення його надійності. 

Щоб зменшити негативний вплив можливих автоколивань, об-
межують швидкість зміни вхідного сигналу керування иах(ї), який ви-
значає швидкість зміни кута керування а(У). Для цього на вході СІФК 
ТП підключають аперіодичну ланку, яка в реверсивному електро-
приводі має також обмежувати динамічний зрівнювальний струм, 
що виникає між випрямляючою та інвертуючою групами вентилів і 
може в багато разів перевищувати статичний зрівнювальний струм. 
Внаслідок цього обмежувальні реактори, розраховані на статичний 
зрівнювальний струм, можуть бути насичені його динамічною скла-
довою, і зрівнювальний струм досягне аварійного значення. Щоб 
уникнути такої небезпеки, стала аперіодичної обмежувальної ланки 
на вході СІФК має знаходитися в інтервалі 0,006...0,01 с при промис-
ловій частоті сом = 2 • 3,14 • 50 = 314 1/с. 

Процеси, що відбуваються за різних варіантів зміни вхідного сиг-
налу ТП, досить складні і не завжди передбачувані. Тому різні автори 
дискретний процес керування і неповної керованості тиристорів тра-
ктують по-різному. 

В даному випадку, орієнтуючись на роботу ТП у режимі безпе-
рервного струму, розглядатимемо ТП як елемент, що складається з 
двох послідовно з'єднаних ланок: лінійної безінерційної з коефіцієн-
том підсилення к у и і ланки чистого запізнення із запізненням т. 

Рівняння динаміки згідно з викладеним вище матиме вигляд 

«вих =ктдипе-*. (3.30) 
Розклавши функцію е~хр в степеневий ряд і обмежившись двома 

першими членами, дістанемо рівняння підсилювача: 

де т — середньостатистичне запізнення. 
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3.3. Передато чні функції 
та частотні характеристики 

3.3 
Передаточні функції та частотні 
характеристики 

Теоретичне визначення передаточної функції ви-
пливає з відомого перетворення Лапласа, згідно з 

яким деяка функція часу /(і) — оригінал — може бути перетворена на 
функцію комплексної величини яка є зображенням відповідного 
оригіналу. Формула прямого перетворення Лапласа 

о 

Використовуючи розроблені методи перетворення, теореми і форму-
ли, забезпечимо розв'язання інтегро-диференціальних рівнянь, до-
тримуючись відповідних дій над зображеннями. Потім на основі зво-
ротного перетворення Лапласа перейдемо до дійсної функції-ори-
гіналу. Формула зворотного перетворення Лапласа, яке позначається 

матиме вигляд 

я*)=ігі[т]. 
Передаточні функції при використанні перетворень Лапласа 

представляють як відношення зображень вихідної і вхідної величин: 

= (3.31) 

При нульових початкових умовах передаточну функцію можна пода-
ти на основі запису відповідних величин в операторній формі. Тому 
в теорії автоматичного керування передаточну функцію часто запи-
сують так: 

IV (р) = ^^ — = 32) 
АР) ХШ

 Р(РУ 
При цьому виходять із рівняння ланки в загальному вигляді 

Р(р)хл „х = 0(р)хт, 

де <2(р), Р(р)— відповідні оператори правої та лівої частин рівняння 
ланки. 
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Так, для типового елемента — аперіодичної ланки першого по-
рядку 

(Тр + \)хаііХ = кхах, 

Р(р)=Тр+\; 0(р) = к. 

Для інтегрувального елемента 

Р(р)= 1, 0(р) = к±. 
Р 

Передаточні функції в ТАК мають значне поширення і викорис-
товуються для: 

• відображення динамічних властивостей ланок (систем) на ос-
нові структурних схем; 

• знаходження вихідних виразів для побудови частотних характе-
ристик, на яких базуються різні методи дослідження ланок і 
систем автоматичного керування; 

• застосування як математичного апарату, зручного для спро-
щення структурних схем. 

3.4 
Передаточні функції та частотні 
характеристики типових ланок. 
Приклади побудови. Загальні відомості 
про частотні характеристики 

Основною частотною характеристикою є сімплітуд-
но-фсізовсі характеристика (АФЧХ або АФХ) . Її 

можна дістати д в о м а способами: графоаналітичним і експеримен-
тальним. 

Для побудови АФХ графоаналітичним методом у вираз відповід-
ної передаточної функції підставляють р- уоо, де у = 7-Т; оо — часто-
та, що може змінюватись від 0 до оо або в деяких випадках від - ©о до 

У загальному випадку АФХ має вигляд 
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3.4. Передаточні функції та частотні характеристики типових ланок. 
Приклади побудови. Загальні відомості про частотні характеристики 

тм= ОСДо) (3.33) 
Р(М 

Оскільки Ж(усо) — комплексна величина, то її можна записати, 
виділяючи дійсну 1/(со)та уявну К(ш) частини: 

IV (М = г/(ю) + уК(со), (3.34) 
де £/(со), К(ш) — відповідно дійсна і уявна частотні характеристики. 

У комплексній площині, якщо відомі вирази £/(оо) і К(ш), можна 
побудувати відповідні характеристики (рис. 3.10). 

Характеристику Л(ш) = л/[і7(ш)]2 + [ К(ш)]2 називають амплітудно-

частотною характеристикою, а залежність ср(со) = агсі£^—^ — фсізо-
II (со) 

частотною. 
Всі частотні характеристики можуть бути побудовані в логариф-

мічному масштабі. У цьому випадку їх називають логарифмічними ча-
стотними характеристиками. 

Приклад графоаналітичної побддови частотних харак-
теристик. Побудуємо частотні характеристики для аперіодичної 

к ланки першого порядку з передаточною функцією \У{р) = і ам-
Тр+ 1 

плітудно-фазовою характеристикою 

= 
к уМ®) 

7/ш+ 1 

Ліквідуючи уявну ве-
личину у знаменнику, 
дістанемо 

к{\ - 7/со) И (̂усо) = 

к 
і + Г2ш2 

1 + Т2 со2 

к 7ш 
- У 

1 + Г2ю2 

0 І Ц со) 

Цсо,) , 

Vу 
/ Ш1 

Дійсна і уявна часто-
т і характеристики ма-
ють вигляд 

£/(со) = к 
1 + Г2ш2 ; К(со) = -

Рис. 3.70 

кШ 
1 + Г2ш2 ' 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Амплітудно-частотна характеристика записується у вигляді к 

А(ш) • 

а фазочастотна 

к' (кТш)1 

(1 + Гсо 2 ) 2 (1 + Г2о>2)2 VI + Г2со2 ' 

кТю 

ф(со) = агсі£ У((о)' 
(/(а): 

агс(£ 1 + Гсо2 

1 + Т2 со2 

- агсі§ [7со]. 

Задаючи со, обчислимо відповідні значення У̂(со) і У(со), які наве-
дено в табл. 3.1. 

Таблиця 3.1 

СО і / ( а > ) 

0 к 0 

0 1 / 7 і Іс/2 -к/ 2 

00 0 0 

со - 1/7" 

Рис. 3.11 

И/(усо) АФХ типової 
аперіодичної ланки 
першого порядку є 
півколо у четверто-
му квадранті ком-
плексної площини 
(рис. 3.11). 

Частотні характеристики і/(со), Л(со), ф(со) побудовано на 
рис. 3.12, а—г. 

Експериментальний метод побддови амплітддно-фа-
зової частотної характеристики ланки (системи). Щоб побудувати 
амплітудно-фазову характеристику, треба мати елемент (систему) в 
натуральному вигляді або його модель. Крім того, потрібні генератор 
змінної частоти та прилади для вимірювання амплітуди і фази вихід-
ної величини. 

Для побудови характеристики на вхід елемента подаються коли-
вання / = я 8ІПС0/. При цьому на виході дістають коливання 
Р - А 8ІП (соІ + ф). 
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3.4. Передаточні функції та частотні характеристики типових ланок. 
Приклади побудови. Загальні відомості про частотні характеристики 

6/(со) 

Цсо) 

При а = 1 

Рис. 3.12 

Р Лр'и"'+ 1(1 > 
= - = = Ае*. 

/ з № 

Результати вимірювань при різних частотах наведено в табл. 3.2. 
Таблиця 3.2 

со, А Фі 
со2 л2 ф2 
Ч А фл 

Заданими таблиці неважко побудувати амплітудно-фазову харак-
теристику, на основі якої можна дістати й інші частотні характерис-
тики. 

Розглянемо тепер передаточні функції та частотні характеристи-
ки інших типових ланок. 

Безінерційна ланка. Рівняння цієї ланки має вигляд хцих = кхах: пе-
редаточна функція Ж(р) = /с; амплітудно-фазова характеристика 
IVисо) = к, яка є точкою, що лежить на дійсній осі комплексної пло-
щини. 

Аперіодична ланка першого порядку. Д л я ціє ї л а н к и р і в н я н н я , пе-
редаточну функцію та амплітудно-фазову частотну характеристику 
наведено в п. 3.1. 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Ланка другого порядку. Передаточна функція ланки 

і г ( р ) = ' т Г 2
к

т 
Т{р +Т2р+\ 

а амплітудно-фазова характеристика 

к(\ - 7;2ш2 -уТ2со) 
^ 0 ) = 

де 

1/(0)) = 

(-Т2со2 + Г2усо + 1)(1 - 7|2со2 

= £/( со) + уГ(со), 

/с(1 - Г,2со2) 
(1 - Г,2со2 )2 +7;2со2 К(ш) = 

Л » 

-кТ2 со 
(1-Ггсо 2 ) 2 +Г2

2СО2 ' 

Значення £/(со) і К(со) при відповідних со наведено в табл. 3.3, на 
основі якої на рис. 3.13 побудована АФХ елемента другого порядку, 
що розміщується в третьому і четвертому квадрантах комплексної 

площини. 
Таблиця 3.3 

со и( о)) У( со) 

0 /с 0 

і /Т 0 -кТ\ /Т2 

ОО 0 0 

Інтегрувальна ідеальна ланка. Д л я ц і є ї 

р з 7 , ланки IV(/;) = к -; И^усо) = к — ^ = -} -, гис. .з.і ^ р ^ ш 

тобто АФХ є прямою, що збігається з 
від'ємною уявною віссю а (рис. 3.14). При со—> 0 АФХ ^(усо)-^ - оо. 

Диференціювальна ідеальна ланка. Д л я н е ї \¥{р) - кр, Ж (До) = /дсо, 
тобто АФХ збігається з уявною віссю б, але направленою в додатно-
му напрямку (див. рис. 3.14). 

Крім рівнянь, передаточних функцій і відповідних частотних ха-
рактеристик ідеальних диференціювальних та інтегрувальних ланок, 
у теорії автоматичного керування виділяють також інерційні дифе-
ренціювальні та інтегрувальні ланки, які розглядатимуться при побу-
дові відповідних логарифмічних характеристик. 
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3.5. Рівняння динаміки, передаточні функції і амплітудно-фазові частотні 
характеристики груп ланок при різному їх з'єднанні 

Ланки з чистим запізненням. У загально- /У(со) -
му вигляді 

йУ(р) = Ісе~,п; Ж(усо) = ке']шх. (3.35) 

Амплітудно-частотна характеристика 
ланки 

А( со) = к = сопзі, И ^ ) 

И/(усо) 

б 

со = + < 

а 

со —> 0 
а фазочастотна — 

фСО = — сот. 

Згідно з (3.35) амплітудно-фазова хара- Рис. 3.14 
ктеристика ланки із запізненням є колом 
радіуса к, що періодично повторюється. 

Амплітудно-частотна характеристика А{м) = к є радіусом-векто-
ром, що обертається за годинниковою стрілкою. 

3.5 
Рівняння динаміки, передаточні функції 
і амплітудно-фазові частотні характеристики 
груп ланок при різному їх з'єднанні 

Послідовне з'єднання ланок. При послідовному з'єд-
нанні ланок вихідна величина кожної попередньої ланки подається 
на вхід наступної і, згідно з цим, рівняння динаміки групи послідов-
но з 'єднаних ланок має дати залежність вихідної величини останньої 
ланки від вхідної першої. 

Запишемо рівняння динаміки окремих елементів: 
• першого елемента 

Р\(Р)Х івих =(?і(Р)*1к; 
а (р) 

• другого елемента з урахуванням того, що х1вих = —1—х1 в х = 
Р\ (Р) 

= Х2ах ' 

Р2(Р)Х2вт=02(р)^ХІШ, 
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Г л а в а 3 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

• п-го елемента 

Р п Ш п ш а = С ? „ 0 » ) - , . р , . р , , * 1 в х - ( 3 - 3 6 ) 

Позначивши 

Р1(Р)Р2(Р)...РП(Р)= Р(р)\ 

01(р)02(р)...0п(р) = 0(р), 

дістанемо рівняння п послідовно з'єднаних ланок у вигляді 

Пр)хпит=0(р)х]т. (3.37) 

Передаточна функція п послідовно з'єднаних ланок з урахуван-
ням залежності (3.36) 

IV (о) = ^ - Ш - ОіО>)б2(/>)-бл(і) 
Х1ИХ Р(р) Р](р)Р1(р)...Р„(р) 

або 

И ' і -„(Р) = IV, (РЖ2(р)... К(р)- ( 3 - 3 8 ) 

Амплітудно-фазова характеристика послідовно з'єднаних п 
ланок 

- п(М = (М • •. (3.39) 
Якщо відомі АФХ окремих ланок (наприклад, знайдені експери-

ментально), то характеристику послідовно з'єднаних ланок можна 
побудувати графічно. 

Наприклад, для двох ланок, амплітудно-фазові характеристики 
яких 

ЦГх<М = Ахе*\ 

Ж20Ь) = А2е*9 

результуюча характеристика при їхньому послідовному з'єднанні ма-
тиме вигляд 

де А | _ 2 = А | А 2 • 
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3.5. Рівняння динаміки, передаточні функції і амплітудно-фазові частотні 
характеристики груп ланок при різному їх з 'єднанні 

АФХ окремих ланок і графічну побудову результуючої АФХ ла-
нок показано на рис. 3.15, а—в. 

/У(со), 

І 0 \ Л 1 ]и(^ 
/ щ м 

0̂1 

уУ(со) уУ(ш) 

ф 2 А и{<») 0 

Рис. 3.15 

Паралельне з'єднання ланок. Нагадаємо, що при пара-
лельному з'єднанні ланок їхні вхідні величини однакові: 

*вх — вх * 2 в х вх , 

а вихідна величина є сумою вихідних величин ланок, що з'єдну-
ються, 

Розглянемо рівняння та передаточні функції при паралельному 
з 'єднанні ланок на прикладі двох паралельно з 'єднаних ланок з рів-
няннями динаміки вигляду 

(/>)*і в»* =Оі(р)хш; 
Р2ІР)Х 2 вих = 02(Р)Х2 ВХ-

У цьому випадку 
(р)„ , 02 (Р)„ 

Ш 
М вх + • 

Р2(Р) 
2 вх 

(3.40) 
і рівняння динаміки 

*„„* =[ИМР) + ^2(р))хвх, 
звідки дістанемо передаточну функцію двох паралельно з'єднаних 
ланок: 

(3.4!) \Ух(р)+]¥2(р). 
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Г л а в а 3 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
— АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

АФХ для цих двох ланок 

Ж, _ 2 (» = IV, ( » + И/2 (до). (3.42) 

У загальному випадку при я з'єд-
наних ланках АФХ визначається як 
сума відповідних характеристик усіх 
ланок: 

Рис. 3.1 Б + 
Графічно результуюча АФХ буду-

ється за правилами складання векторних величин (рис. 3.16). 

Ланка зі зворотним зв'язком. На рис. 3.17 показана 
ланка 7, охоплена зворотним зв'язком 33, а також відповідні вхідні 
та вихідні величини. 

Рівняння динаміки ланки 1 до охоплення її зворотним зв'язком 
Р\(Р)х івих = (?І ( / > ) * | вх-

Рівняння самої ланки зворотного зв'яз-
ку в загальному вигляді запишеться так: 

РзЛР)Хт =0ЗВ(Р)*1вих» 
звідки 

Рис. 3.17 х ш о / \ 1 

Рівняння ланки з урахуванням зворотного зв'язку має вигляд 

Р1 ( / > ) * 1 вих = ( Ж * І вх ± * з в ) = ( ? | (р) V + І ВХ - п / \ 1 вих 
Р-ЛР) 

де знак «плюс» відповідає додатному, а «мінус» — від'ємному зворот-
ному зв'язку. 

Після нескладних перетворень дістанемо 

[Рх(р)РмШОіШм(р)]х1т = 01(Р)Р.іЛР)Х ,вх-
Звідси можна дістати передаточну функцію ланки, охопленої зворот-
ним зв'язком: 
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3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

* і „ „ х ОАрЖЛр) 

Рі(Жп(р) + 01(р)0м(р) 

І Іоділивши чисельник і знаменник на Р1 (/;)/',„(/;), матимемо 
IV (П) 

IV,'" (р)^ , (3.43) 

де XVх (р) — передаточна функція самої ланки без урахування зворот-
ного зв'язку; (р) — передаточна функція ланки зворотного зв'яз-
ку. Знак «мінус» у даному разі відповідає додатному, а «плюс» — 
від'ємному зворотному зв'язку. 

Відповідний вигляд матиме АФХ ланки зі зворотним зв'язком: 

Ж,313 О) = . (3.44) 
1 + ^ 0 ) ^ 0 ) 

3.6 
Логарифмічні частотні характеристики 

Усі розглянуті вище частотні характеристики окре-
мих ланок і відповідних груп ланок можуть бути 

побудовані в логарифмічному масштабі. В цьому випадку їх назива-
ють логарифмічними характеристиками', логарифмічною амплітуд-
но-частотною га логарифмічною фазочастотною. 

При побудові логарифмічних характеристик по вертикальній осі 
відкладають логарифм відповідної величини в децибелах (логариф-
мічна величина «непер» вважається дуже великою). 

Нагадаємо, що для знаходження відповідної величини в децибе-
лах її десятковий логарифм слід помножити на 20. 

Так, амплітудно-частотна характеристика в децибелах матиме 
вигляд 

Цо>)= 20М(оо). 

По горизонтальній осі частоти відкладають також у логарифміч-
ному масштабі — в октавах або декадах (але часто записують значен-
ня самої частоти со). Тому по горизонтальній осі масштаб буде перів 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

номірним. При цьому в початку координат можна відкласти довільне 
значення со, але не те, що відповідає оо = 0, оскільки 1&0 ~ - оо. 

Одна октава є величиною, що дорівнює різниці логарифмів де-
якої частоти со і її подвоєного значення: 

1 октава = 2со - І£ со = 2 + со - со = 2. 

Одна декада відповідно дорівнює різниці логарифмів: 

1 декада = І Осо - І£ со = 1. 

Із викладеного випливає, що інтервал, який дорівнює одній окта-
ві або декаді, не залежить від абсолютного значення частоти со. 

Перевагами логарифмічних характеристик є більш вдалий масш-
таб, який дає змогу легко лінеаризувати відповідні характеристики і 
спростити побудову логарифмічних характеристик групи ланок, а та-
кож можливість заміни складніших дій (множення, ділення) прос-
тішими (додавання, віднімання). 

Так, АФХ групи послідовно з'єднаних ланок 

( > ) Є 2 ( > ) . . . едусо) 
Щ М = IV, (7СО)И/2 ОСО) ... И/(усо) = 

Р{(МР2(М... Рп(М 

при використанні натурального масштабу потребує перемноження 
операторів чисельника і знаменника з подальшим діленням здобутих 
результатів. 

Якщо побудову вести за допомогою логарифмічних характерис-
тик, то можна записати 

20 їв \ Щ М = 20 ЇЙ |<2, Осо)| + 20 1е |02(уо>)| + ... + 20 18 | £ „ ( » І -

- 20 18 | Рх ( » | - 20 | Р2 0"со)| - ... - 20 | РП(М\. 

Розрахунки у цьому разі суттєво спрощуються. У зв'язку з цим 
при побудові логарифмічних характеристик групи ланок (системи) їх 
побудова зводиться до алгебраїчного додавання відповідних характе-
ристик, що широко використовується при дослідженнях динаміки 
САК, при синтезі систем керування. Фазочастотні логарифмічні ха-
рактеристики будуються як залежність ср(о))= а г с і § - ^ — П р и цьому 

і/( со) 
на вертикальній осі відкладають фазу в радіанах або градусах, а по 
горизонтальній — со в логарифмічному масштабі. 
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3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика 
аперіодичної ланки першого порядку. Передаточна функція цієї ланки 

к \У(р) = . АФХ після позбавлення від уявної величини в знамен-
Тр + 1 

і піку і виділення дійсної і уявної частин (характеристик) матиме 
вигляд 

пл/ • \ к(\ ~ Тдо) ттґ \ тл/ ч к • кТ<х> 
(7/со+ 1)(1 - 7/0)) 1 + Г2со2 1 + Г2со2 

а амплітудно-частотна характеристика — 

Л(со) = Л а д ] 2 + [К( со)]2 = 1 — + і * Г с о 

\ + Т2ш2 11 + Т2ш 

кг( 1 + Гю2) к 

(1 + Т2ш2 )2 _ V] + 7^2со2 ' 

У логарифмічних одиницях (дБ) вона запишеться так: 

Дсо) = 20 1§ Л(со) = 20 к - 20 1§л/і + Г2ш2 . 

Вираз V1 + Г2со2 є модулем комплексної величини 1 + у'7со і тому 
можна записати 

20 Дсо) - 20 к - 20 18 |1 + у7со|. (3.45) 

Враховуючи, що 20 І£ к є стала величина, проаналізуємо другу скла-
дову УУ = 20 |1 + уТсо| при різних значеннях со. 

При малих частотах 7со « 1 /V = 20 1 = 0. При великих частотах 
/ с о » 1 складова N = 20 І£ |у'7со| = 20 1§ 7со є прямою, що нахилена 
під деяким кутом відносно осі. 

Граничною частотою між зоною малих і великих частот є частота, 
при якій виконується умова соГ= 1, звідки со= 

Побудову величини N = 20 |1 + уТсо| наведено на рис. 3.18, а. 
Нахил прямої ВС, що відповідає частотній характеристиці 20 соГ, 
на одну октаву можна обчислити як різницю 20 2соГ - 20 І£ соГ = 

20 І£ 2 = 20 • 0,3 = 6 дБ. Дійсний вигляд характеристики, згідно з 
яким при соТ = 1 N = 20 1§л/1 + Г2со2 =20І£л/2 = З д Б , показано на 
|)ііс. 3.18, а штриховою лінією. 
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Г л а в а 3 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Рис. 3.18 

За допомогою виразу (3.45) на рис. 3. 18, б побудовано загальну 
логарифмічну амплітудно-частотну характеристику аперіодичної 
ланки першого порядку. При цьому лінеаризовану характеристику 
часто називають асимптотичною логарифмічною характеристикою. 

Відповідну фазочастотну логарифмічну характеристику будують 
за допомогою виразу ф(со). При цьому на вертикальній осі відклада-
ють фазу в натуральному масштабі (в радіанах або градусах), а часто-
ту со — по горизонтальній осі в логарифмічному масштабі. Характе-
ристика будується в четвертому квадранті. 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика 
ідеальної інтегрувальної ланки. Передаточна функція інтегрувальної 

ланки IV(р) = к — , а її амплітудно-фазова частотна характеристика 
Р 

4- = - У - ( р и с . 3.19, а). 
усо со 

Амплітудно-частотна характеристика 

А( со) = л / № ) ] 2 +[К(со)]2 = МУ = * , 
у {оо; со 

102 



3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

уУ(со), 

00 = ОО 
ф(С0)̂  

1 дек 
0' 

8 
1 
о 

^/ф(со) = -тс/2 

ЩМ) ^ 
а 

и (со) о 

- я / 2 

Ца>), 

0 

і г 
со 0' 

8 
1 
о 

^/ф(со) = -тс/2 

ЩМ) ^ 
а 

и (со) о 

- я / 2 

Ца>), 

0 

6 
К При к= 1 

= 1 „ 1 дек 

- 20 д Б / д е к — . 
і 

в 
Рис. 3^9 

до 
£/(ш)=0; У( с о ) = - Д 

со 
Фазочастотна характеристика, яка в загальному випадку запису-

( ться так: ф(со) = агс1:8 ^ , у даному разі при ^(со) = 0 матиме вигляд 
Ц( со) 

(р(со) = -90° (рис. 3.19, 6). 
Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика інтегруваль-

ної ланки 
Дсо) = 20 І£ А(со) = 20 к - 20 І£ со. 

При к = 1 20 1§ = 0, 20 І£ Дсо) = -20 І£ со. У цьому разі вона яв-
ляє собою лінійну залежність, яка проходитиме другий, перший і че-
твертий квадранти, перетворюючись на нуль при со= 1 (рис 3.19, в). Її 
нахил дорівнює -20 дБ/дек. 

Логарифмічні характеристики ідеальної диференцію-
пальної ланки. Для цієї ланки передаточна функція IV (р) = кр, а АФХ — 

IV (» = Аусо = і/(со) + уГ(со) = 0 + /су'со; Л = ^(Ь))2 = Уссо. 

Як зазначалося раніше, характеристика в даному разі — це пря-
ма, що збігається з уявною віссю в першому квадранті (рис. 3. 20, а). 
Фазочастотну характеристику наведено на рис. 3.20, в. 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

И/(уш) 

ю(со) = я / 2 

со = 0 

а 

со 

ф(со) 
я / 2 

со = 1 1 дек со 
20 дБ/дек 

б 

Рис. 320 

в 
со 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика має вигляд 

Дсо) = 20 їв Дсо) = 20 км= 20 1§ к + 20 І£ со. 

Ця характеристика є прямою, яка на відміну від інших частот-
них логарифмічних характеристик має додатний нахил 20 дБ/дек 
(рис. 3.20, б). 

Логарифмічні частотні характеристики ланки другого 
порядку. Залежно від коренів характеристичного рівняння ланка мо-
же бути аперіодичною лапкою другого порядку, якщо обидва корені 
квадратного характеристичного рівняння дійсні і від'ємні, або коли-
вальною стійкою ланкою при комплексних із від'ємною дійсною ча-
стиною коренях характеристичного рівняння. 

Логарифмічні характеристики аперіодичної ланки другого порядку. 
Передаточна функція ланки 

Щр)= , . к 
Т?р2 +Т2р+ І 

при Т2 > 2Ті (умова дійсних, від'ємних коренів характеристичного 
рівняння). 

Цю передаточну функцію можна записати в дещо іншому вигляді: 

ИУ(Р) = ^ , 
Т3Т4рг +(Т3 + Т4)р+ І 
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3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

V /V/:, Т3 + Т4 = т2. 

Розклавши знаменник на множники, дістанемо 

ЩР): (Т3р+\)(Т4р + І) 

Амилітудно-фазова частотна характеристика запишеться так: 
ІС 

Щу(0): 
(у '7> + 1)(уТ4со + 1) 

(1 - у 7 » ( 1 - у 7 » _ / с (1-уТ3со)(1-уТ4со) 
(1 + у 7 » ( 1 - у 7 » ( І + у 7 » ( 1 - уТ4со) (Г3

2со2 + 1 ) (7> 2 + 1) 

1 Т2ш 

1 + Г3
2со2 1 + Г3

2ог 
1 

1 + Т4 аг 
- З 

Т4 со 
1 + Г4

2 со2 

= кщх (со) - уГ, ш и 2 («>) - У^ N І; 

Дсо) = ^ [ ^ . ( с о ) ] 2 + [К,(ш)]2 V [̂ У2(со>]2 + [К2(ш)]2 

1 + Г4
2СО2 

1(1 + Т2ш2 )2 ]](1 + Г4
2

Ш
2 )2 а/І + Г3

2со27І + Г4
2СО2 ' 

Фазочастотна характеристика матиме вигляд 

V, (со) . К2(со) Г,оі(І + Т'ьґ ) 
ср(ш) = -а гс І§ - 1 4 7 - — 2 4 ' - - ^ г . з V з ) агсі§ = - агсІ§-

1 + Г3
2со2 

агсі§ 7 > ( 1 + Г4
2со2) 

1 + Г4
2ю2 = - агс(§ Г3со- агсІ§ ТАсо, 

логарифмічна амплітудно-частотна характеристика — 

Дсо) = 20 1§ к - 20 1§ + 1 - 20 д/т^сТТТ. 

При к = 1 результуюча логарифмічна амплітудно-частотна харак-
еристика 

4 = 20 І§ Л(со) = - 2 0 18 Vі + Гз2«2 " 20 1§ Vі + ^ м 2 = Л, + / Ї . 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

є сума двох амплітудно-частотних логарифмічних характеристик 
аперіодичних ланок першого порядку зі значеннями частот сполуки 

1 1 
«І =^Г>«>2 = — . 

1 3 4 

Складові Ь{ і Ь2 результуючої логарифмічної характеристики 
показано на рис. 3.21, а—в. 

При к * 1 результуюча характеристика розміщуватиметься в пер-
шому і другому квадранті з урахуванням 20 І£ к = а і матиме вигляд, 
показаний на рис. 3.21, в штрихом. Фазочастотну характеристику на-
ведено на рис. 3.21, г. 

Ща>) 

Рис.321 

Логарифмічні характеристики коливальної ланки другого порядку. 
Амплітудно-фазова частотна характеристика в цьому випадку мати-
ме вигляд 

к _ / с [ ( 1 - Г > 2 ) - у 7 > ] _ 
-Т2со2 + 1 + /Т2со (1 - Г,2(о2)2 + Т2

2ог 

к(\-Т2а2) 
] -

кТ2(\) 

(1 - Т2 со2 )2 + Т2 со2 (1 - Г, со ) + Г2 со 
— = /У(со) + уК(со), 
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3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

а амнлггудно-частотна характеристика — 

Л(со) = куі [і/(со)]2 + [ У Ш 

або 

А и ) = І = • (3.46) 
7(1 - Т\ со ) + Г2 ю 

Фазочастотна характеристика запишеться так: 

К(со) _ , 72оз ф(со)= - а г с і Е - ^ = - агс£§ — 2 (3.47) 
£/(со) 1 — 7] со 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика має вигляд 

Ц. = 20 їв А(со) = 20 1§ к - 20 І£ - Т*®1)2 

Знайдемо асимптоти цієї характеристики: при со-> 0 

20 1§ Дсо) = 20 І£ к - 20 1 = 20 І§ к; 

при СО —> оо головне значення матиме член, в який со входить в четвер-
тому степені, тому наближено можна записати 

20 1§ А(со) = 20 1§ к -2 • 20 1§ 7,со = 20 к - 40 7,со-> 

При к = 1 амплітудно-частотні логарифмічні характеристики ко-
ливальної ланки другого порядку показано на рис. 3. 22, а, а фазо-
частотні — на рис. 3. 22, б. Амплітудно-частотні характеристики 

= 20 Дсо) побудовано при різних співвідношеннях Т2/2ТХ , яке, 
як відомо, визначає коливальні та демпфувальні якості ланки. 

При значеннях 72 /27, , близьких до 0,7...0,75, матимемо асимпто-
тичну характеристику, близьку до позначеної цифрою 0 на 
рис. 3.22, а, яка складається з двох частин — прямої, що збігається 

з горизонтальною віссю до частоти со1 = —, і прямої з нахилом 

40 дБ/дек. 7 
При 1 > —— > 0,5 відхилення логарифмічних характеристик від 

27] 
7 

асимптотичної незначне, але при 0,5 > —> 0 ці відхилення різко 
271 
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При Г2/2 Г, = 1 

При 7*2/2 7", = 0 

—40 дБ/дек 

—3/4 я 
—71 

- я / 4 

0>, = 1 /7і 

У4(СО) в точці з Ш, = 

збільшуються, що відобра-
жує зростання коливаль-
них і зменшення демпфу-
вальних властивостей лан-
ки. 

Знайдемо значення 

Т 
/4(о)) = к — і відхилення Ті 
від асимптоти логарифміч-
ної характеристики при 
к = 1 : А^ = 2 0 1 8 — . П р и 

відсутності демпфуваль-
них властивостей (Г2 = 0) 
А 4 -> оо . 

Отже, на відміну від 
аперіодичної ланки друго-
го порядку коливальна 
ланка має амплітудно-час-
тотну характеристику з ре-
зонансним шпилем з кое-
фіцієнтом підсилення ам-
плітуди, який може бути 
значно більшим за статич-
ний коефіцієнт підсилен-
ня ланки. 

Логарифмічна фазочас-
б тотиа характеристика ф(со) 

побудована на рис. 3.22, б. 
Вона, як показано штри-

Рис. 3.22 ховою лінією, відповідає 
зменшенню демпфуваль-
них властивостей ланки. 

Логарифмічна характеристика підсилювальної (ідеаль-
ної) ланки. Для неї амплітудно-частотна характеристика має суто тео-
ретичне значення, бо вона не залежить від частоти 
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3.6. Логарифмічні частотні характеристики 

= 20 к = сопзі; ф(со) = 0. 

Логарифмічні характеристики інерційних неідеальних 
диференціювальних та інтегрувальних ланок. Логарифмічні характе-
ристики інерційної диференціювальної ланки. Передаточна функція 
інерційної диференціювальної ланки має вигляд 

= (3.48) 
Тр + 1 

а амплітудно-фазова характеристика — 

Т І / / . ч Ш гг/ ч .... ч кісо(1- /Тсо) &Гсо2 + Дсо 
Ж(усо) = = г/((0) + уК(С0)= 7 /2 = /2 . 

7усо+ 1 1 + Г со 1 + Г со 

Дійсна частотна характеристика запишеться так: 

ги ч /с7со2 

1 + І СО 
а уявна — 

К(со) ^ 
1 + Г2со2 

Задаючи значення со від 0 до + можна побудувати АФХ Щусо), 
яка є півколом у першому квадранті (рис. 3.23, а). 

Амплітудно-частотна характеристика диференціювальної ланки 
має вигляд 

Дсо) = д/ [£/(со)]2 + [К(со)]2 = 
| [ і + Г2со2 , 

ки> 

А:со 
\ + Т2 од2 

л/і + Т2аГ і -г / 2 " л 2 

а фазочастотна — 

ф(со) = = а г с ! § - ^ г - = а г с і £ — = 90° - агсІ§ Тсо 
(/(со) А: Тсо соГ 

(рис. 3.23, б). 
Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика запишеться 

гак: 
4 = 20 18 А(со) =20\%к+20 1§ ш - 20 1§ л / Г Г г 
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Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

уУ(со) 
При к= 1 +20 дБ/дек 

со1 = У т 

ш 2 = 1/Т 

Рис. з гз 

Отже, вона складається з трьох характеристик, які вже було роз-
глянуто раніше. При к = 1 

4 = 20 со - 20 1§ / і + Г2ш2 . 

Ці окремі логарифмічні характеристики показано на рис. 3.23, в, а їх 
алгебрична сума — на рис. 3.23, г. 

Логарифмічну фазочастотну характеристику ф(со) наведено на 
рис. 3.23, д. 

Логарифмічні характеристики інерційної інтегрувальної ланки. 
Інерційною інтегрувальною називають ланку, передаточна функція 
якої 

ІУ(Р)= * п. (3.49) 
р(Тр + 1) 
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її амгілітудно-фазова частотна характеристика 
/с Ід( 1 - у'Тсо) __ /сТсо + ]к 

усо (Т/со + 1) -со(1 + Г 2со 2 ) со(1 + :Г2со2)' 

де дійсна частотна характеристика й уявна виражаються відповідно 
формулами 

кТ к 
£/(ш) = К(со) = —~—т- • 

1 + Г со со(1 + Г со ) 

Амплітудно-частотна характеристика має вигляд 

к2Т2ю2 

со2(Г2со2 + І)2 со2 (Г2со2 + І)2 

І / с 2 ( Г 2 с о 2 + 1) к 

" I СО2 (Г20)2 +1)2 ол/^со2 + 1 ' 

а фазочастотна 

, ч , К(со) , со(Г2со2 +1) 1 о п о , _ 
Ф (со) = а г с і е — Н = а г с і £ — - — — — - = а г с І §— - - 90 - агсі§ Тсо. 

II (со) _ кі Тсо 
(1 + Г2со2) 

Відповідну амплітудно-фазову частотну характеристику показано 
на рис. 3.24, а. 

Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика цієї ланки 

= 20 1е Дсо)= 20 1е к - 2 0 1§ со - 20 І£ л/і + Г2со2 

при к = 1 складається з двох характеристик, наведених на рис. 3.24, 
їх результуючу логарифмічну характеристику побудовано на 
рис. 3.24, в, а відповідну фазочастотну логарифмічну характеристи-
ку — на рис. 3.24, г. 

Як бачимо, інерційність даної ланки збільшує відставання фази 

на величину, більшу за - 90°. При частотах, менших со= —, ця ланка 

близька до ідеальної інтегрувальної ланки. 
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г 

Рис. 324 

Логарифмічні характеристики ідеальної безінерційної 
ланки при введенні похідної. Передаточна функція має вигляд 

Щр) = к(\ + рк{), 

де к— передаточний статичний коефіцієнт безінерційної ланки; к{ — 
передаточний коефіцієнт у рівнянні похідної. 

Запишемо для цієї ланки характеристики: 
амплітудно-фазова 

ЩМ = к(1 + ]ик{); 

амплітудно-частотна 

А = /сд/і + ^оо2; 

фазочастотна 
ф(оо) = агсі&к, со; 
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логарифмічна амплітудно-частотна 

4(со) = 20 1§ А(со) = 20 1§ к + 20 1§ ^І + к2^2. 

Логарифмічна амплітудно-час-
тотна характеристика при к = 1 по-
казана на рис. 3.25, а, а логарифміч-
на фазочастотна характеристика — 
на рис. 3.25, б. 

При низьких частотах (со < 1 //с,) 
ця ланка близька до ідеальної під-
силювальної ланки, а при високих 
частотах (со> 1 /к{) — до ідеальної 
диференціювальної ланки. Випе-
редження за фазою зростає зі збіль-
шенням частоти. 

Знаючи правила побудови лога-
рифмічних характеристик окремих 
ланок, а також результуючих лога-
рифмічних характеристик, можна 
побудувати характеристики для гру-
пи ланок. 

Побудова логарифмічних характеристик групи ланок. 
Найчастіше виникає необхідність побудови логарифмічної характе-
ристики розімкнутої системи. (Як буде показано далі, в ТАК є мето-
ди, за допомогою яких за виглядом частотних характеристик ро-
зімкнутої системи можна оцінювати динамічні властивості замкнутої 
системи.) 

Відомо, що передаточна функція розімкнутої системи з п ланок 
(як передаточна функція групи послідовно з'єднаних ланок) є добут-
ком передаточних функцій кожної з цих ланок: 

Щр) = Щ (р) Ж2(р)... Ж » = П ^ (/>)• 
І = 1 

Аналогічний вигляд матиме і амплітудно-фазова частотна харак-
теристика розімкнутої системи: 

І = І 

со). 

2 0 -

При к= 1 +20 дБ/дек 

Рис. 325 
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Як було показано раніше, при побудові результуючих частотних 
характеристик для групи послідовно з'єднаних ланок результуючий 
модуль (амплітудно-частотна характеристика розімкнутої системи) 
можна дістати як добуток модулів усіх ланок, а результуючу фазочас-
тотну характеристику — як суму фазочастотних характеристик відпо-
відних ланок. 

Отже, можна записати 
11 11 

А(ю) = П АІ (а))' Ф М = X • 
/ = і / = і 

Згідно з наведеними вище формулами при побудові логарифміч-
ної амплітудно-частотної характеристики 

Ц. (со) = 20 1§ ЛЕ (со) - 20 1§ , (со) + 20 1§ А 2 (со) + ... + 20 І£ Ап(со). 

Загальна методика побудови результуючої характеристики поля-
гає в знаходженні логарифмічної характеристики окремо кожної 
ланки з наступним додаванням ординат при відповідних частотах. 

Як приклад розглянемо побудову логарифмічної амплітудно-час-
тотної характеристики розімкнутої системи, що складається з чоти-
рьох ланок з передаточними функціями: 

• безінерційної підсилювальної \¥{ (р) = /с,; 

• аперіодичної першого порядку \У2(р) = - — ( о б ' є к т керуван-
1 + Т2р 

ня); 

• аперіодичної першого порядку И/
3(р) = ———; 

1 + Т,р 

• інтегрувальної IV4 (р) = — (при к4 = 1 IV4 (р) = 1 /р). 
Р 

Відповідні логарифмічні амплітудно-частотні характеристики 
Ц (со), Ь2(од), £3(со), Ь4(со) були побудовані раніше (рис. 3.26, а, криві 
/, 2, 3, 4). На рис. 3.26, б наведено відповідні логарифмічні фазочас-
тотні характеристики цих ланок ф2(со), ф3(со), ф4(оо) (для першої ланки 
ф] (со) = 0). Результуюча логарифмічна амплітудна характеристика всіх 
чотирьох ланок Ь^ (со) наведена на рис. 3.26, в, а результуюча лога-
рифмічна фазочастотна характеристика фх(со)— на рис. 3.26, г. 
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Рис. 326 
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3.7 
Мінімально- та нємінімально-фазові ланки 

ТГр IV 
"рім розглянутої раніше класифікації, в теорії авто-
і^матичного керування ланки класифікують також 

залежно від вигляду, а точніше, від особливостей передаточних 
функцій. Ця класифікація базується на поняттях нулів і полюсів пе-
редаточних функцій. 

Якщо передаточну функцію записати у вигляді 

и = Щ 
Р(р) 

то нулями передаточної функції називають корені рівняння ()(р) = 0, а 
полюсами — корені рівняння Р(р) = 0, де ()(р) і Р(р) — поліноми від р 
відповідно правих і лівих частин рівнянь динаміки. 

Інакше, нулі — таке значення коренів чисельника передаточної 
функції, за яких передаточна функція IV(р) дорівнює нулю. Полю-
си — таке значення коренів знаменника передаточної функції, за 
яких вона перетворюється на нескінченність. Якщо всі нулі та полю-
си передаточної функції ланки мають від'ємні або рівні нулю дійсні 
частини, то така ланка називається мінімально-фазовою. 

Немінімально-фазовою називають ланку, в якій серед нулів і по-
люсів є хоча б один, який має додатну дійсну частину. Всі розглянуті 
раніше типові ланки, крім ланки з чистим запізненням та нестійкої 
аперіодичної ланки першого порядку, є мінімально-фазовими. 

Передаточні функції немінімально-фазових ланок матимуть ви-
гляд 

= т; №(р) = ЦТр-\); ИУ(р) к 

Тр-Ґ ^ " Т2р2 -Т2р-Ґ 

Щр) = к(Т2р2 - Т2р - 1); Щр) = ке~х,). 

Амплітудно-фазова характеристика, наприклад, ланки з чистим 
запізненням, згідно з формулою Ейлера, 

И (̂усо) = /с(соз шт - у зіп шт), 

що в комплексній площині становить коло з осями V(со) = к соз сот, 
К(ш) = -к зіп шт, які є відповідно дійсною й уявною частотними хара-
ктеристиками. 
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Амплітудно-частотна характеристика А(оо) в загальному випадку, 
при к Ф 1, 

Л(ш) = /сд/(соз шт)2 + (зіп шт)2 = /с, 
а фазочастотна 

ф(со)= агсІВттт^. 

Амплітудно-фазова характеристика нестійкої аперіодичної ланки 
першого порядку 

Ц - 7 / ш - 1) _ /с(-1 - уТш) 
Ж(УСО) : 

(7/ш- 1)(-у'7ш - 1) 1 + Г2ш2 

дійсна частотна характеристика /У(ш)=- — - , уявна К(ш) = 
1 + Г2ш 

кюТ 

1 + Г 2 ш 2 ' 
Амплітудно-частотна характеристика немінімально-фазової лан-

ки вигляду нестійкої аперіодичної ланки першого порядку відрізня-
ється від відповідної характеристики стійкої аперіодичної ланки пер-
шого порядку лише знаком £/(ш). Тому (^(уш)розміщатиметься в тре-
тьому, а не в першому квадранті комплексної площини. Фазова 
характеристика цієї ланки ф(ш) = агс!§7ш- тс. Характерною рисою 
немінімально-фазових ланок є те, що зсув фази у них більше, ніж у 
відповідних мінімально-фазових ланок. Якщо для мінімально-фазо-
вої аперіодичної ланки зсув фази не перевищує то відповідні фа-
зові частотні характеристики немінімально-фазової ланки досягають 
за абсолютною величиною значення я. 

3.8 
Рівняння, передаточні функції 
та частотні характеристики 
систем автоматичного керування 

Рівняння, передаточна функція й амплітудно-фазова 
характеристика розімкнутої системи. Розімкнута система в ТАК 
здебільшого розглядається як окремий випадок стану замкнутої сис-
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теми, коли зворотний зв язок у системі відсутній і вихідна величина 
об'єкта керування не надходить на вхід системи. 

У цьому разі функціональна схема розімкнутої системи склада-
ється з послідовно з'єднаних ланок і не має ніяких принципових від-
мінностей від відповідної схеми, наведеної раніше. 

Водночас рівняння, передаточна функція і відповідно частотні 
характеристики розімкнутої системи використовуються в ТАК як 
при розгляді питань теорії, так і самостійно. 

Запишемо рівняння послідовно з'єднаних ланок у вигляді: 
перша ланка Р{ (р)хх иих = (?, (р)х{ их; 
друга л а н к а Р2{р)х2в„х = 0і(р)х2^1 

( 3 . 5 0 ) 

(я - 1 ) -ша л а н к а Рп.1(р)хп_ІШХ = <2п_х (р)хп_{ вх; 

п-на л а н к а РпІР)хнт = Оп(р)хпваі9 

де Р{ (/?), Р2(р),..., Рп(р) і 0, (р), <22(р),-.., 0П(Р)— п о л і н о м и від р в ідпо-
відно лівих і правих частин рівнянь динаміки ланок. 

Диференціальне рівняння динаміки розімкнутої системи запи-
шеться у вигляді 

Х ї ї них ~ / ( Х \ ч х ) ' 

Його можна дістати, підставляючи послідовно значення вихідних 
величин, знайдених із рівнянь попередньої ланки, в рівняння насту-
пної ланки. Наприклад, підставляючи х, вих - ^ х { цх, одержане з 

Р\(Р) 
рівняння першої ланки, в праву частину рівняння другої ланки, діс-
таємо рівняння динаміки другої ланки 

Л(/>)*2.их = Є 2 ( р ) % Щ х 1 т х , 
Р\ (Р) 

або 
Р1(р)Р2(р)х2ша =01Ш2(р)хіт. 

Аналогічно для /7-ї ланки рівняння матиме вигляд 

едед... рп(р)х ІХ = о1ш2(р)-Оп(р)хіт. 

Позначивши добуток поліномів лівих частин усіх рівнянь 
Р{(р)Р2(р)...Рп(р)= Р(р), а правих ч а с т и н 01(р)02(р)...0и(р) = <2(р), 
дістанемо рівняння динаміки розімкнутої системи у вигляді 
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Р(Р)х„л их =(2(р)х 1нх. (3.51) 

Рівняння незалежних коливань розімкнутої системи 

Р(р)хамх = 0, (3.52) 

а характеристичне рівняння — 

Р(р)= 0. (3.53) 

Передаточну функцію розімкнутої системи можна дістати на ос-
нові рівняння розімкнутої системи 

я ^ ш ^ ш = ж , ( Р Ж 2 ( , ) . . . Ж » , (3.54) 
*1вх р(р) Рі(р)Р2(р)--- Р„(р) 

тобто передаточна функція системи є добутком передаточних функ-
цій усіх її ланок. 

Амплітудно-фазова характеристика розімкнутої системи є добу-
ток амплітудно-фазових характеристик відповідних ланок: 

т м = ^ (уш)Ж2 (усо)... Ж„(усо). (3.55) 

Рівняння динаміки, передаточна функція й амплітуд-
но-фазова характеристика за збуренням замкнутих систем. Функ-
ціональну схему замкнутої системи з п ланок показано на рис. 3.27. 
Об'єктом автоматичного регулювання є ланка п, на яку діє зовніш-
нє збурення Р(і). Регульований параметр -— вихідна величина об'єк-
^ Х п вих * 

Рівняння динаміки. Система рівнянь окремих ланок у складі 
замкнутої системи дещо відрізняється від системи рівнянь цих самих 
ланок розглянутої раніше розімкнутої системи. 

Ці відмінності полягають у тому, що в даному разі необхідно вра-
ховувати: 

« дію збурення Р(і) = Р на об'єкт регулювання; 

Рис. 327 
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• що замикання системи регулювання відбувається за допомо-
гою від'ємного зворотного зв'язку. Це враховується введенням 
знака «мінус» на вході першої ланки, отже, -хпшх = х1их. 

У зв'язку з цим рівняння ланок замкнутої системи стабілізації 
можна записати у вигляді: 

перша ланка Р{ (р)х{ вих = - (?, (р)хпшх; 
друга ланка Р2 (р)х2 ШІХ = (}2 (р)х{ вих; 

(3.56) 
(п - 1 ) -ша л а н к а Рп-\(Р)хп-Хт = (р)х„_2аіІХ; 

п-на ланка (об 'єкт) Рп(р)хпиих = 0„(р)хп_ Івих + Я р ) / 7 , 

де £(/?) — передаточний поліном об'єкта за збуренням. 
Розглядаючи ланки з першої по п - 1 як деяку розімкнуту систе-

му, записуємо її рівняння х„_1вих = /(хпшх)у вигляді 

Р\ ( Р ) Х п - 1 иих ~ ( / > ) * „ вих ' 

де /> (/>) - /> (р)Р2(р)... />я_1 (/>) і о, (/>) = б! (р) 02(р)... Оп_{(р) - добутки 
поліномів лівих і правих частин усіх рівнянь, крім рівняння об'єкта. 
Отже, систему з п рівнянь можна замінити двома рівняннями: 

\р\(Р)хп- івпх = -(1\(Р)хпшк, (3 

\рп(р)хпш* =Оп(Р)Хп-І вих 

Підставивши вираз х„_1вих = - — ^ х п ш х у рівняння об'єкта, піс-
Л Ср) 

ля нескладних перетворень дістанемо рівняння динаміки системи 
стабілізації у вигляді 

[Р(р) + 0(р)]хІІШа = Р{ (Р)5(Р)Р. (3.58) 

Слід зазначити, що для того, щоб мати можливість скористатися 
цим рівнянням, складні структурні схеми необхідно спростити і при-
вести до одноконтурного вигляду. 

Рівняння незбурених коливань замкнутої системи має вигляд 

[Р(р)+0(р)]х„„„ =0, (3.59) 
а характеристичне рівняння — 

Р(р) + О(Р) = 0- (3.60) 
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3.8. Рівняння, передаточні функції та частотні характеристики 
систем автоматичного керування 

Якщо перемножити співмножники Рх (р)Р2 (р)... Рп(р) і 
0\ (р)02(р)' -0п(р)т& згрупувати їх за однаковими показниками, то 
характеристичне рівняння замкнутої системи можна записати так: 

а0р" +а{р"~1 +а2рп~2 + ... + а„_{ р+ ап = 0, (3.61) 

де п — степінь характеристичного рівняння; а0,..., ап — коефіцієнти 
рівняння, що залежать від параметрів ланок системи. 

Передаточна функція й амплітудно-фазова частотна характерис-
тика замкнутої системи за збуренням. П е р е д а т о ч н у ф у н к ц і ю м о ж н а 
знайти з рівняння (3.58) у вигляді 

*..-их _ Рі(р)$(р) И^(р) = 
р Р(р) + Є(р) 

Розділивши чисельник і знаменник на Р(р) і врахувавши, що 
Р\(р) 1 О(р) ч ^ ——— = ; —— = уу{р) — передаточна функція розімкнутої систе-
Р(Р) Рп(Р) Р(Р) 

ми, а ^^ = Ж / ( р ) — передаточна функція об'єкта за збуренням, 
Рп(Р) 

дістанемо передаточну функцію системи стабілізації за збуренням: 

1 + IV (р) 

Відповідна амплітудно-фазова характеристика системи стабілізації 

V/ р (у'ю) = . 
1 + ЩМ 

Знаходження рівняння замкнутої системи автоматичного керуван-
ня за допомогою теореми Крамера. З г ідно з т е о р е м о ю К р а м е р а це р ів-
няння має вигляд 

Ах„ в и х =Л, , (3.64) 
де А — головний визначник (детермінант) системи; Д/с — приєдна-
ний детермінант; хпшх — вихідна (регульована) величина об'єкта. 

Для знаходження А необхідно записати рівняння ланок системи 
автоматичного керування: 

с/п{р)х{ +сі12(р)х2 + ... + сі1п(р)х„ =/і(0; 

сі12(р)хї + сі22(р)х2 +... + с12п(р)х„ = /2(ґ); ^ 65) 

сіп{ (р)х{ + сіп2(р)х2 +... + сі/іп(р)х„ = / „ ( / ) , 
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Г л а в а 3 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

де х{,...,хп — змінні системи; /, ( / ) , / „ ( / ) — збурення; 
• сіпп(р) — оператори ланок системи. 

У загальному випадку 

ії д ІР) ~ аоРп + а\Рп~1 +а2р"~2 +... + сіп_1р+ап, 

де р = —; я 0 , . . . , — коефіцієнти, що визначаються параметрами 
сіі 

відповідних ланок. 
Розглядаючи наведені вище рівняння ланок системи як алгеб-

ричні і відкидаючи для спрощення запису символ р, маємо 

(3.66) 

X, х2 . .. хк . •• Х « 

с1[2 . •• я 
д = й22 . •• <*2п 

А пі • •• СІпк • 

Для знаходження величини Ак стовпець головного визначника, 
що відповідає регульованому параметру хк, треба замінити відповід-
ними збуреннями (якщо в деяких ланках вони відсутні, то записують 
нуль). 

х2 . •

 х„ 
с*и СІп . • • / , ( 0 • • „ 

а 2, й22 . .. т • • <І2п 

СІп\ .. т . • СІпп 

Рівняння незбуджених коливань згідно з теоремою Крамера має 
вигляд 

Ахк = 0, (3.68) 

а характеристичне рівняння 

А = 0. (3.69) 

Рівняння замкнутої системи в нормальній формі Коші. Р і в н я н н я 
замкнутої системи 
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3.8. Рівняння, передаточні функції та частотні характеристики 
~ систем автоматичного керування 

СІ"х 
а0 + а, 

сіі" ' сіі 

сі"-1: 
+... + а п-і 

СІХ 

Ті 
+ а.,х = 

= Ь, 
сг'/ 

сії"' 
+ ... + Ь + ь г 

т~і і. ^ ипи 
сіі 

може бути записано у вигляді систем рівнянь ланок першого та дру-
гого порядків (у принципі можливий і вищий порядок рівнянь ла-
пок). Рівняння другого порядку завжди можна замінити двома рів-
няннями першого порядку. 

Наприклад, якщо рівняння другого порядку для деякої змінної 
має вигляд 

с!2х] сіхх 
+ а\-ТГ + а2х\ = Ь\ хк> 

сіі1 СІІ 

СІХ, то, позначивши —- = х / + , , дістанемо рівняння першого порядку 
сіі 

і , 
а{) —— = Ь,хк -а{хі + 1 -а2х{. 

сіі 

Отже, можна дістати рівняння замкнутої системи у вигляді систе-
ми рівнянь першого порядку (що називаються рівняннями в нормаль-
ній формі Коші)\ 

сіх, 

сіі 
СІХ 2 

~сїї~ = «21*1 +а 22х2 +^-а2ях„; ( 3 . 7 0 ) 

СІХП _ 
—— - сіп\Хх + ап2х2 + ... аппхп, 
сіі 

де х{,х2,хп — координати стану системи. (У правій частині рів-
нянь деякі коефіцієнти можуть дорівнювати нулю.) 

Система рівнянь у нормальній формі Коші в даному разі є мате-
матичною моделлю системи. Цю систему рівнянь можна записати в 
матричній формі: 

— ~ Ах — УІЛ , сії 
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де 

А = 

ап ап ... ах 

а21 а22 ... а 2 п 

— матриця коефіцієнтів; 
а„х а„ 

х = 

— вектор-стовпець. 
Характеристичне рівняння замкнутої системи 

сієї [А - рЕ] = 0, 

де р — змінна в характеристичному рівнянні замкнутої системи ви-
гляду 

а0р" + ахрп~{ +а2р"~2 + ... + ап_{р+ ап = 0; 

1 0 ... 0" 
0 І ... 0 

0 0 ... 1 
одинична матриця. 

3.9 
Приклад знаходження рівняння динаміки 
системи стабілізації напруги 
генератора постійного струму 

Розглянемо систему автоматичного керування, 
спрощену принципову схему якої зображено на 

рис. 3.28, де Г — генератор, який є об'єктом автоматичного керуван-
ня з напругою ІІГ, що є регульованим параметром; ЕМ — обмотка 
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3 .9 . Приклад знаходження рівняння динаміки системи стабілізації напруги 
генератора постійного струму 

електромагніту; Я — якір 
електромагніту; К — регу-
лювальний резистор у ко-
ні обмотки збудження ге-
нератора Г; Д — масля-
ний демпфер, поршень 
якого П має отвори; ПР 
пружина; Я^ еквіва- і # 
лентний опір споживачів, 
який характеризує наван-
таження генератора. 

При змінному наван-
таженні генератора і не-
змінній швидкості його 
обертання со первинним 
двигуном (на схемі не по-
казаний) відповідним чи-
ном змінюється струм /Г , РЕ/С. 328 
і напруга генератора 
І]у - Е - /ГЛГ, де КГ — активний опір якірного кола генератора; 
Е - /:Фсо — електрорушійна сила генератора (к — стала генератора; 
Ф = с.3І3 — магнітний потік обмотки збудження зі струмом /3 , при 
сталій с3). 

При со = соп5І Е = кГФ може змінюватися тільки за рахунок зміни 
напруги збудження 1}3. 

Для стабілізації напруги генератора при зміні його навантаження 
потрібно відповідним чином змінювати напругу /У3, що спричинює 
зміну струму /3 й електромагнітного потоку генератора Ф. Напри-
клад, якщо навантаження генератора збільшується, що зумовлює 
зменшення напруги £/г (напруги на обмотці електромагніта то 
сила притягання електромагніта Ем зменшується, і під дією пружини 
ІІР якір електромагніту переміщується вниз. При цьому опір резис-
тора К зменшується, відповідно зростають напруга збудження £/3, 
струм /3 , потік Ф і напруга генератора £/г збільшується. При змен-
шенні навантаження генератора напруга зростає. При цьому завдяки 
відповідній дії системи автоматичного керування напруга збудження 
11Л зменшується, що стабілізує напругу генератора 1/Г. 

Згідно з викладеним раніше розглянута система автоматичного 
керування є звичайною замкнутою системою стабілізації, в якій реа-
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Рис. 3.29 

лізовано принцип керування за відхиленням. Крім того, вона не має 
підсилювача в ланцюгу керування і тому є системою прямої дії. 

Розглянувши принцип роботи окремих елементів і системи в 
цілому, перейдемо до складання функціональної схеми. 

При цьому треба мати на увазі, що принциповим є відповідність 
розміщення елементів згідно з їх дією один на одного й узгодження 
вхідних і вихідних величин. 

Тому об'єкт керування може бути розміщений у будь-якому місці 
функціональної схеми. Але здебільшого прийнято розміщувати його 
в правій частині схеми. Дотримуватимемося цього і далі. Згідно з на-
веденими на принциповій схемі зображеннями і функціональним 
призначенням окремих елементів при виконанні завдань автома-

тичного керування 
функціональна схема 
буде такою, як пока-
зано на рис. 3.29. 

У схемі, наведе-
ній на рис. 3.28, ру-
хому сукупність еле-
ментів, до якої нале-

жить якір електромагніту, поршень демпфера Д, пружина ПР та 
двигунок реостата можна розглядати як єдиний елемент КЕ (див. 
рис. 3.29), який виконує керуючі функції в функціональній схемі. Ін-
ші позначення на рис. 3.29 такі: Рем — зусилля тяги електромагніту; 
х — переміщення двигунка реостата; / ( / )— збурення генератора, яке 
в даному разі можна розглядати як струм в якірному колі генератора, 
що залежить від еквівалентного опору всіх споживачів електроенер-
гії, підключених до якоря генератора (електричної мережі, якщо во-
на живиться тільки від цього генератора). 

Спочатку розглянемо систему в розімкнутому стані. Принципово 
розімкнути систему можна в будь-якому місці схеми, але найчастіше 
це роблять на виході об'єкта, тому вважатимемо, що вихідна величи-
на розімкнутої системи є вихідна величина об'єкта І)г, а вхідна — на-
пруга на обмотці електромагніта СІШ. У цьому разі рівняння ро-
зімкнутої системи має дати залежність у динаміці 

= ) • 

Як було показано раніше, для знаходження рівнянь системи не-
обхідно скласти рівняння окремих їх елементів. 
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3.9. Приклад знаходження рівняння динаміки системи стабілізації напруги 
генератора постійного струму 

Рівняння динаміки генератора Г. Це р івняння матиме вигляд 

и г 

При складанні рівнянь окремих елементів розробник має деяку 
свободу дій, завдяки якій окремий досить складний елемент можна 
представити його окремими (складовими) частинами. При цьому 
важливо узгодити їхні вхідні та вихідні величини і відобразити 
взаємодію окремих частин елемента. 

У даному разі генератор можна розглядати як складний елемент, 
основними частинами якого є обмотка збудження та якірне коло ге-
нератора. Рівняння генератора виведено раніше. Це рівняння в опе-
раторній формі 

(Т[Р+\)АІІг=кгАІ/,, 

де Тї — стала генератора; АІ/Г, А£/3 — відхилення від початкових зна-
чень відповідних величин; кг — передаточний коефіцієнт генера-
тора. 

Рівняння обмотки електромагніта. У загальному випадку його 
рівняння має дати залежність у динаміці 

= /(«ем )• 
Якщо знехтувати коефіцієнтом самоіндукції котушки, то зусилля 

тяги елемента можна подати у вигляді 

Р = с І/2 
ом ^ аи ^ ом 1 

Ввівши початкові значення величин Р9М та Цем , запишемо ем о ем о ' 
де сем — коефіцієнт пропорційності. 

значення вели1 

Ррм + АРрм = с* (1/рм + АІ/9М У. ем о ем ЄМ V ем ' 
Позначимо нелінійну функцію так: (1/ем + А(/ем )2 = /(2). Лінеа-

ризуючи її за допомогою ряду Тейлора, дістанемо рівняння 

т = т + «)=^ем 0 + 2г/СМо д 

або 

^ем„ + Д^ем = Сем^ем„ + Сем 2і/ем„ А^ем • 
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Враховуючи, що рівняння рівноваги для початкового положення 
р =с II2 
Л ем о ^ ем ем 0 ' 

запишемо рівняння динаміки обмотки електромагніту у відхиленнях: 

= кем АIIе и , (3.71) 
Де кем = сем 21/. 

ем " ем • 

ем емп • 

Рівняння рухомої частини елементів. Як було п о к а з а н о р а н і ш е , ру -
хомі елементи (якір електромагніту, поршень демпфера, пружина та 
двигунок реостата) можна розглядати як єдину механічну систему 
елементів з масою т. 

Рівняння динаміки даної системи в загальному вигляді 

Р = Р - Р ДІІН дв оп ' 

йгх де Р - т— динамічне зусилля; Р = Рем — рушійне зусилля 
сіі 

електромагніту; Рш — зусилля опору переміщенню рухомої частини 
елементів. Зусилля Роп в даному разі визначається жорсткістю пру-
жини сп р , величиною переміщення рухомої частини елементів х та 
вагою С0 , опором, яке спричинює масло при переміщенні в цьому 
середовищі поршня П демпфера, а також опором переміщенню дви-
гунка резистора який має бути порівняно невеликим (ним можна 
знехтувати). 

Розглянемо ці складові Роп окремо: 
• опір пружини 

^пр =спрх = спр(х о + Ах); 

• опір переміщенню поршня демпфера 

г сіх _ (х{) + Ах) _ сі Ах 
д "Сд Ті ~Сд а "Сд 

де сд — стала демпфера, яка зумовлюється властивостями мас-
ла і особливостями конфігурації поршня П (наприклад, кіль-
кістю «активних» отворів у поршні та ін.). 

Наприклад, поршень з отворами матиме менший опір пере-
міщенню в масляному середовищі, ніж суцільний. При цьому чим 
більше отворів у площині поршня демпфера, тим менший опір його 
переміщенню. Ставлячи заглушки в деякі отвори поршня демпфера, 
можна ступінчасто змінювати його властивості (величину сд). 
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3.9. Приклад знаходження рівняння динаміки системи стабілізації напруги 
генератора постійного струму 

При нерухомому поршні опір ГД відсутній. 
Нехтуючи порівняно невеликим опором двигунка резистора, за-

пишемо 
сі Ах 

^ о п о + Л / 7 о п = ^ п р ^ о + С п р Д Х + С д — + с 0 . 

або 

Виключивши рівняння статики /70П() = спрх{) + С(), дістанемо 

а г л /̂Ах 

Підставивши ці складові в рівняння динаміки, одержимо 

с!2(х0 + Дх) _ сіАх 
т ї? = ~ С"р ~С д 

. „ сі2Ах сіАх 
ш = т Т Г + Сд Т + Спр 

Нехтуючи величиною спрАх, яка значно менша від «динамічних» 
складових опору, запишемо рівняння елемента КЕ у відхиленнях в 
операторній формі: 

= (тр2 + сЛр)Ах. 

Позначивши — = Гд; — = кке, дістанемо 

(ТДр+\)рАх = ккеАГем. ( 3 . 7 2 ) 

Рівняння резистора, який є безінерційним елементом, можна за-
писати у вигляді 

АИ3=кяАх, ( 3 . 7 3 ) 

де кЛ — коефіцієнт пропорційності або передачі даного елемента. 
Отже, рівняння елементів, з яких складається дана система, 

( 7 > + 1 ) Д £ / г =кГАИ3; 
Д р - к \ТТ • і Л І ем ем ем > 

( 7 > + 1 )рАх = кКеАГем; 

А Ц3 = к к Ах. 

5 Т е о р і я а в т о м а т и ч н о г о к е р у в а н н я 1 2 9 



Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Користуючись формулою рівняння розімкнутої системи, маючи 
на увазі, що вихідною величиною є А/7Г, а вхідною ДІ/е м , дістанемо 
рівняння розімкнутої на виході об'єкта системи у вигляді 

(Тгр+\)(Тяр+ \)рАЦг = кгк ш к ке/с яАІІем, 

де кгкемкКекя = /ср — коефіцієнт передачі розімкнутої системи. 
Розкриваючи дужки, дістанемо рівняння даної розімкнутої сис-

теми: 

[Ггту + (Тг + Гд )р2 + />]А£/г = крАЦШ. (3.75) 

Рівняння замкнутої системи. Для знаходження рівняння замкну-
тої системи необхідно врахувати, що вихідна величина генератора, 
точніше її відхилення А 1/г, подається на вхід електромагніта, а зами-
кання системи автоматичного регулювання відбувається за допомо-
гою від'ємного зворотного зв'язку, тому можна записати 

Треба врахувати також дію збурення на об'єкт керування при пе-
редаточному операторі об'єкта за збуренням 5(р). Тоді система рів-
нянь елементів для замкнутої системи 

( 7 > + 1)А(/Г = кгАІ/3 + 5(р)/(і)\ 

( 7 > + 1 )рАх = ккеАРш; 

Д(У, = кяАх. 

Розв'язуючи систему (3.76) відносно А£/г, дістаємо рівняння 
замкнутої системи. Але в даному разі скористаємося раніше знайде-
ною формулою рівняння системи стабілізації, згідно з якою 

[Р(Р)+О(Р)]аі/г = р{(р)5(р)т, 

де Р(р) = (Т{ р + 1 ) ( 7 > + 1); 0(р) = кгкемкКекК; Р{ (р) = (Тдр + 1 )р. 
Враховуючи викладене, рівняння даної замкнутої системи авто-

матичної стабілізації напруги генератора постійного струму запису-
ємо у вигляді 

1(7;/,+ 1)(7>+ \)р + /ср ]Д£/Г = ( 7 > + І )р5{р)/{1). (3.77) 

Рівняння незбуреннх коливань у даному разі 
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3.9. Приклад знаходження рівняння динаміки системи стабілізації напруги 
генератора постійного струму 

[(ТГр+ 1 ) ( 7 > + \)р + кр]А[/Г = 0, ( 3 . 7 8 ) 

і характеристичне рівняння замкнутої системи 

( 7 > + 1)(7>+ \)р + кр = 0 
іОю 

Т<т,у + (Г, +Тя)р2 +р+ кр = 0. (3.79) 

Дістанемо рівняння (3.77)—(3.79) за допомогою теореми Крамера. 
У системі рівнянь (3.76) зробимо такі перетворення, щоб у правій 

іастині залишились тільки збурення або нулі: 
(7>+1)Д£/ г -£ Г Д£/ 3 =5Х/>)Дґ); 

+*е„Л£/г = 0; 
( 7 > + І)/;Дх - /скеД7-см =0; 

(3.80) 

Аі/, кКАх - 0. 

ром 
Рівняння даної системи автоматичного регулювання за Краме-

Лд иг = V 
Знайдемо головний визначник (детермінант) Д та приєднаний 

АК. Згідно з системою рівнянь (3. 80) запишемо стовпці, що відпо-
відають змінним Аі/Г, А А Р е н , Дх, у такій послідовності: 

~Тгр+ 1 -кг 0 0 

кем 0 1 0 
0 0 -кКе р(Тлр+ 1) 
0 1 0 -к К 

Замінивши перший стовпець, що відповідає регульованій вели-
ч и н і системи АІІГ, правими частинами рівнянь ланок системи (3.80), 
дістанемо 

3(Р)/(Г) 

0 
0 
0 

- к 

о 
0 
1 

0 
1 

•^ке 
о 

о 
о 

Р(ТЛР+ 1) 

- к я 

О б ч и с л и м о в и з н а ч н и к и А та А к • 

Розклавши визначник А за елементами першого рядка, одержимо 
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А = ( 7 > + 1) 

0 1 
0 -кк 

1 0 

0 
р(тар+1) 

— к» 

+ кг 

м 1 
0 -ка 

0 0 

0 
р(тар+ 1) 

— к о 

Застосовуючи правило Сюрреля, згідно з яким дописуються два 
перші стовпці до визначника третього порядку і перемножуються 
члени вгору по діагоналі зі знаком «плюс», а вниз — зі знаком 
«мінус», дістанемо 

А = ( 7 > + 1) 

+ к, 

0 1 
0 -кК 

І о 

І 

о 
р(Тар+ 1) 

о 
0 -кК 

0 о 
Р(ТЛР+ 1) 

0 1 
0 -кке + 
1 о 

К м 1 
0 = 
о о 

,3 , ( Т , Т \ „ 2 = (Тгр+ 1 )(Тяр+ \)р + кгкемкКекК = ТгТар + (Тт + Тд )р + р + кр. 
Розкриваючи аналогічним чином визначник Ак, маємо 

А, = 8(р)Г(і) 
1 

•кК 

0 

0 
р(Тар+ 1) + кг 

0 1 
о -к„ 
0 о 

о 

Тлр+ 1 

— к п 
= $(р)ШТдр+\)р. 

Як бачимо, рівняння замкнутої системи за Крамером має той са-
мий вигляд, що й знайдене раніше. 

3.10 
Рівняння і передаточні функції автоматичних 
слідНувальних (програмних) систем 

З точки зору методики знаходження рівнянь і відпо-
відних передаточних функцій слідкувальна і про-

грамна системи повністю схожі. Відмінність полягає лише в способі 
формування задаючого сигналу у(і). (Як відомо, в програмній систе-
мі він обчислюється заздалегідь, а в слідкувальній формується в ході 
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3.10. Рівняння і передаточні функції автоматичних 
слідку вальних (програмних) систем 

роботи системи залежно від стану об'єкта.) У зв'язку з цим функціо-
ііа/м.ма схема і рівняння відповідних ланок обох систем будуть одна-
ковими. Тому все, що стосуватиметься слідкувальних систем, має та-
ке саме відношення і до програмних систем автоматичного регулю-
вання. 

С прощену функціональну схему слідкувальної системи показано 
па рис. 3.30, де 1 — об'єкт регулювання, який має змінювати свою 
вихідну величину х1шіх згідно зі зміною задаючої величини (програ-
ми) у(ї)\ 2 — пристрій зворотного зв'язку (в програмних системах йо-
го називають чутливим елементом), який контролює вихідну вели-
чину об'єкта; ДР — датчик розбіжності, який порівнює задану вели-
чину з величиною, пропорційною вихідній величині об'єкта; х — 
величина розбіжності між заданою і дійсною величинами (точніше, 
величиною, пропорційною заданій). 

Рис. 3.30 

Запишемо рівняння об'єкта та інших ланок системи в загальному 
вигляді: 

\Р\ (р)х,вих = 0{ (Р)хтт + 5, (р)Ж (1) 
Р2 (р)х2 вих ВИХ ' (2) 

х = у(()-х2ит; (2') 

Р3(Р)Х Звих = О з (Р)х; ( 3 ) 

(3.81) 

РтІР)Хт вих = 0,ЛР)*П,-Ч (т) 

до Л', (/;) — передаточний коефіцієнт (поліном) об'єкта за збуренням; 
/'(/>), ..., Рт{р) І <2\(р), •••, 0,„(р) — поліноми від р відповідно лівих і 
праних частин рівнянь ланок системи. 

Розв'язуючи систему рівнянь (2) та (2'), з рівняння (2) знаходимо 

Л 2 вих п , 4 ^ 1 вих • 
Р2(р) 
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Підставивши його в рівняння (2'), дістанемо 

ОЛР) 
Р2(рУ 

ЗВІДКИ 

Р2 (р)х = Р2 (р)у(ї) - 02(р)х{ в и х . ( 2 ) - ( 2 ' ) 

Розглядаючи ланки з третьої по т-ну як деяку розімкнуту систе-
му, згідно зі знайденим вище рівнянням розімкнутої системи, маючи 
на увазі, що вихідною величиною цієї системи є хшвих, а вхідною х, 
матимемо 

Р3(р)Р4(р)-.-Рт(рУхтт =03ШЛр)-.От(р)х. 

Замінивши добутки поліномів від р лівої і правої частин відповід-
но величинами Рт(р) і 0ш(р), дістанемо рівняння, що відповідає 
ланкам з третьої по т-ну: 

Р\\і (Р)хт вих = 0 Ш {р)х. (З )-(т) 

Розв'язуючи систему рівнянь об'єкта (1) та рівнянь (2)—(2') і 
(3)—(т) відносно Рі(р)хттх9 матимемо 

РШ(Р) 
ОШ(Р) 

* « вих • 

Підставляючи це значення х у рівняння (2)—(2'), після деяких пере-
творень дістаємо 

= Р2(р)у(г)-02(р)х х, 
Ош(р) 

звідки 

< 2 М Л ) ( л Ог(Р) О т І Р ) г :У\1) гл / ч — ЛІВИХ-
' Рш(Р) Р2(Р) Рт(Р) 

П о з н а ч и в ш и Р2(р)Рш(р) = Рх(р), а 02(р)0ш(р)= <2х{р), де Р{(р) і 
(2, (/?)— відповідно добутки поліномів від р лівих і правих частин рів-
нянь усіх ланок, окрім об'єкта, матимемо 

Рш(р) РЛР) '""х" 

Підставивши це значення хткт у рівняння об'єкта, дістанемо 
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Р\ (Р)х, тх = О, (Р) я м У п - т Х і ш і 

Ап(Р) РЛР) 
+ ЗД/Х О-

Після деяких перетворень дістанемо рівняння динаміки замкну-
ті слідку вальної (програмної) системи у вигляді 

[Р(р)+ 0ІР)]Х{ вих = б п (Р)Р2 (Р)У(<) + Рх ( 3 . 8 2 ) 

де /Ч/^), (?(/?) — добутки поліномів від р, що стоять відповідно у лівих і 
правих частинах рівнянь усіх ланок; 0 и ( р ) - 0 \ ( р ) 0 т ( р ) — добуток 
поліномів від р правих частин рівнянь усіх ланок, окрім полінома 
правої частини рівняння ланки зворотного зв'язку 02(р); Р\(р) = 

і\(р)... Рт(р) — поліном без урахування відповідного оператора 
об'єкта; Р2(р) — поліном лівої частини рівняння ланки зворотного 
зв'язку. 

Порівнюючи рівняння замкнутої системи стабілізації з рівнян-
ням (3.82), можна дійти висновку, що вони відрізняються лише на-
явністю в правій частині рівняння (3.82) члена ()и(р)Р2(р)у(і). 

Передаточні функції слідкувальних (програмних) систем. Розд ілив-
шії в рівнянні слідкувальної системи праву і ліву частини на величи-
11У Р(р) + (2(р), дістанемо 

|ш,х Р(Р) + 0(РУУ' Р(Р) + 0(РҐ ' 

Розділивши чисельник і знаменник обох складових правої части-
ни виразу на Р(р), матимемо 

,оих
 х Ш | Оір) 

Р(р) Р(р) 

Рівняння слідкувальної системи через передаточні функції мати-
ме вигляд 

(3.83, 
І + №(р) 1 + Іг(р) 

IV (/;) 
/іе 11 — — передаточна функція за завданням; Ж„(/?) = 

І і \У(р) 
Он (р)/Р\\(р) — передаточна функція всіх ланок системи без ураху-

135 



Г л а в а 3 МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

\¥г (р) 
вання ланки зворотного зв'язку; — = Ц/Г(р) — передаточна 

1 + IV (р) 
функція за збуренням; IV/ (р)— передаточна функція об'єкта за збу-
ренням; IV (р) — передаточна функція розімкнутої системи. 

З урахуванням викладеного рівняння слідкувальної (програмної) 
системи через передаточні функції за завданням і збуренням можна 
записати так: 

*,„„х (Р)т. (з.84) 
Рівняння, записане у відхиленнях регульованої величини від за-

даного значення, часто називають рівнянням помилки (похибки). Воно 
має аналогічний вигляд 

Ах1цих = ^у(р)у(і)+^/(р)Ді). (3.85) 

Якщо елемент зворотного зв'язку безінерційний, ТО Є>2(р) = 
= Р2(р) = 1 і передаточна функція за завданням 

ІУу(р)= . (3.86) у У 1 + ИУ(р) 

Передаточна функція за збуренням залишиться, очевидно, без 
змін. 

3.11 
Приклад знаходження рівняння динаміки 
слідкувальної системи 

Як приклад розглянемо спрощену принципову схе-
му, наведену на рис. 3.31, де ЗП — задаючий при-

стрій, який обертається за деяким повільним законом а =а(/) . Цей 
закон повинен відтворюватись у заданому масштабі на об'єкті О у 
вигляді к0 =а(і) (к0 — коефіцієнт пропорційності об'єкта керуван-
ня); ДР — датчик розузгодження (у даному разі — механічний дифе-
ренціал). На його вихідному валу відтворюється сигнал (розуз-
годження), який є різницею двох сигналів: заданого а і сигналу зво-
ротного зв'язку а 1 . 
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ЗП 

ДФП ТП 

Рис. 3.31 

Механічний вал зворотного зв'язку гіри необхідності можна за-
мінити на електричний вал за допомогою сельсинів. Сигнал розуз-
годження за допомогою потенціометричного датчика ДП перетво-
рюється в напругу розузгодження £/,. Елементи /?/, К2, С представ-
ляють диференціювальний пристрій ДФП, який використовується 
для поліпшення динамічних характеристик системи керування. Його 
вихідна напруга СІ2 після підсилення тиристорним перетворювачем 
III у вигляді напруги 1/л подається до якірного кола двигуна Д, який 
через редуктор Р1 обертає об'єкт О. 

Функціональну схему цієї системи показано на рис. 3.32, де 
/'(/) — збурення, що діє на об'єкт і визначає навантаження двигуна. 

Рис. 3.32 
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Виведемо рівняння всіх ланок системи. Враховуючи, що об'єкт у 
даному разі можна розглядати як деяку механічну масу, яка разом із 
редуктором обертається двигуном, розглядатимемо об'єкт як одне 
ціле — у вигляді ланки системи з приведеним моментом інерції У. 

Рівняння ланки двигун—редуктор—об'єкт, або умовно «об'єкт», 
матиме вигляд 

сіі2 
/ ^ = М Д - М т р - М / , (3.87) 

де МА — рушійний момент двигуна; Мтр — момент тертя; Му — мо-
мент, зумовлений дією зовнішніх сил / ( / ) ; р —кут повороту вала дви-
гуна. 

У даному разі при сталій величині потоку в магнітній системі 
двигуна Ф 

м а = с Ф ^ я =с ,£/ д , 

де ЇУД — напруга на якорі двигуна; с{ — коефіцієнт пропорційності. 
Враховуючи, що момент тертя залежить від швидкості обертання, 

можна записати 
ф 

де с2 — коефіцієнт пропорційності. 
Підставивши значення М а , Мтр у вихідне рівняння, дістанемо 

ГС/2Р ТІ Ф АЖ /А 

де Мн(і)— момент збурення зовнішніх сил. 
Після нескладних перетворень в операторній формі маємо 

( Т і / + /?)р = к я І І я - / ( 0 , (3.88) 
де 

7] = — ; = — ; т - ^ . 
с2 с2 с2 

Запишемо рівняння окремих ланок: 
• зворотного зв'язку 

а і = у- Р і > (3-89) 

138 



3 .11 . Приклад знаходження рівняння динаміки 
слідкувальної системи 

• датчика розузгодження (ДР) 

у =<х(0-<х1, (3.90) 

• ііотенціометричного датчика порівняння (ДП) 

= к2у, 

де І< 2 — коефіцієнт пропорційності. 
Рівняння диференціювального пристрою (ДФП), згідно з 

рис. 3.31, має вигляд 
,сШ г І] 

ІВІДКИ 

аГх) 

/ , = / 2 + / 3 ; 1 2 — С > Із=і~; 1 7 = ^-1/2, 
аі К\ 

</«/, - Ц 2 ) Ц 1 - Ц 2 _ Ц 2 
1 сії Я, К2 

сії СІІ Я, К2 

Після нескладних перетворень дістанемо 

СІІ 2 СІІ К{ 

1 1 
— + — 

К2 у 

Розділивши всі члени рівняння на коефіцієнт при II2 , одержимо 

(Т2Р+1)Ц2 =(*з +к'3р)Ц13 (3 .91) 
де 

1 
С , _ К2 . І,' 

1 1 ' 3 " д, + /?2 " я , + т?2
 ? 3 

+ 

Розглядаючи тиристорний підсилювач як ланку із запізненням, 
запишемо його рівняння у вигляді 

І Іісля розкладу в степеневий ряд функції е~хр = (1 + тр)~1 = —-—, 
1 + тр 

діє іанемо 
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1 + тр 
або 

(1 + тр)1 / л =к т л ,1 / 2 , (3.92) 

де т — запізнення; ктп — коефіцієнт передачі. 
Отже, рівняння всіх ланок слідкувальної системи можна записа-

ти у вигляді системи рівнянь: 
• об'єкта 

(7>2 +р)$ = клІІа-/(гу9 

• зворотного зв'язку 

К0 

• датчика розузгодження 

у = ос(/) - а , ; (3.93) 

• потенціометричного датчика 

=/с2у; 

• диференціювального пристрою 

(Т2р+ 1)Ц2 =(к3 +к'ір)и1-

• тиристорного підсилювача 

(тр+ 1)1/А = ктпІ/2. 

Використовуючи вираз (3.82), записуємо рівняння слідкувальної 
системи в загальному вигляді: 

[Р(р) + ОШ Р = Р{ (Р)$(РЖ0 + 0„ (Р)Р2 (Р) ос(0, 

де Р(р)= (Т\р2 + р)(Т2р+ \)(тр+ 1) — добуток лівих частин усіх рів-
нянь ланок; ()(р) = к —/с2(/с3 +к'3р)кти — добуток правих частин 

к0 
усіх рівнянь; Р{(р) = (Т2р+ 1)(тр+ 1) — добуток усіх лівих частин рів-
нянь, крім об'єкта; $(р) = І — коефіцієнт при збуренні; 0П (р) = кйк2 х 
х (/с3 + к'3р)кТЛІ — добуток правих частин усіх рівнянь, крім рівняння 
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шпротного зв'язку; Р2(р) — ліва частина рівняння зворотного зв'язку 
(в даному разі дорівнює одиниці). 

Отже, рівняння динаміки слідкувальної системи можна записати 
у вигляді 

\(ТіР
2 + р)(Т2р + 1)(тр + 1 ) + к ± к 2 ( к 3 + к'3р)ктп ](3 = 

/с0 

= как2(к3+к'3р)ктп а(ґ) +(Т2р+ 1 )(тр+ 1)/(ґ). (3.94) 

І Іоклавши р = 0, /(() < 0, дістанемо рівняння статики системи 

-^к2к3ктл р = кйк2к3ктпа(() - /((). 
/с0 

Визначивши как2к3кгп = к{ при сталих значеннях / ( ї ) = / ( ) , 
</(/) = а ( ) , дістанемо рівняння статичного стану системи 

~~ Р о = к, а о - /о /с0 

або 

Р 0 = Л 0 а 0 - А / 0 . (3.95) 

Звідси видно, що Р0 відстає від потрібного значення сигналу к0а0 
к /* 

на величину, що залежить від збурення / 0 . Величина 0 є статич-
н і 

пою помилкою даної слідкувальної системи. Вона обернено пропор-
ційна добутку коефіцієнтів підсилення ланок. Принципово статична 
помилка може бути як зі знаком «мінус», так і зі знаком «плюс». 

Передаточна функція за збуренням у даному разі матиме вигляд 
IV/(Р) 1 

^ = Г Т -
\УАр) = 

1 + 
кя—к2(к3 +к'3р) 

Кг\ 

( 7 > 2 + р)(Т2р+ \)(тр+ 1) 

(Т^ +р)(Т2р+ 1)(ч>+1) 

( 7 > 2 +р)(Т2р+ 1) ( х р + \ ) + Ь-' 
/С0 
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де И/' (/;) = 1 — передаточна функція об'єкта за збуренням; 

\У(р) = ™™ — передаточна функція розімкнутої системи. 

У даному разі амплітудно-фазова характеристика слідкувальної 
системи за збуренням 

ж = ( - ^ а г + усй)(/Т2со + 1) (угсо + 1) 
' (-7| со2 + /со)(/Т2со + 1) (утсо + 1) + /с, Д0 ' 

Передаточну функцію даної системи за завданням після перетво-
рень запишемо так: 

к, 
И Л , ( Р ) _ м / , „ ч _ ( 7 ] р 2 + р) (Т2р + 1) ( т / 7 + 1 ) 

(ТіР
2 + р)(Т2р + \)(тр + 1) 

(7, Р + р) (Т2р + 1) (тр + 1) + к{ /к0 

де IVі,(/;) —- передаточна функція всіх ланок системи без зворотного 
зв'язку. 

Відповідно до цього амплітудно-фазова характеристика даної 
слідкувальної системи за завданням матиме вигляд 

к, 
^А(УС0) = 

(-71 со2 + /со) (уТ2ш + 1) (/тсо + І) + /с, /к0 

На основі знайдених виразів за викладеними раніше методиками 
можна дістати всі необхідні частотні характеристики системи. 

В даному разі рівняння помилки 

АІІ = 1¥и(р)а.(П-ІУ/(р)ДП = 

к] а (/) + 
(ТіР

2 + р)(Т2р + 1)(тр+ 1) 

-до. (ТіР
2 +р)(Т2р+ 1)(тр+ 1) 

(7і, р- + Р) (Т2р + 1) (тр + 1) + /с. До 
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3.12 
Структурні схеми та їх перетворення 

п ; 
"ід структурною схемою САК у теорії автоматич-
н о г о керування розуміють графічне зображення 

математичної моделі системи у вигляді з'єднаних ланок, які відпо-
віла ють функціональній схемі даної системи. При цьому кожна лан-
і ц структурної схеми зображується прямокутником, в якому відобра-
жуються у вигляді передаточних функцій, рівнянь динаміки або ча-
г о в о ї характеристики динамічні властивості даної ланки. 

У деяких випадках ланки можна пронумерувати, а їх динамічні 
характеристики зобразити окремо. Вхідні і вихідні величини на 
с труктурних схемах можуть бути записані у вигляді зображень або їх 
оригіналів. 

Ланки, які забезпечують алгебричне підсумовування (суматори) 
деяких величин, зображують у вигляді кола, поділеного на чотири 
рівні сектори. Якщо вхідні величини мають різний знак, то це відо-
бражується або знаком «мінус», або затушовуванням відповідного 
сектора (рис. 3.33). 

- А х2 

б 

у = х^ + х2 

х2 

в 

Рис. 3.33 

Структурні схеми широко застосовуються в ТАК при досліджен-
нях і проектуванні. За їх допомогою легко простежити зв'язки між 
панками, їх вплив, проходження сигналів у системі. 

Ланки структурної схеми можуть відображати не тільки окремі 
елементи, а й їх об'єднання, а також частини системи, як було пока-
іано, наприклад, при виведенні рівняння слідкувальної електроме-
ханічної системи. 

За допомогою апарата передаточних функцій можливе також пе-
ретворення складних структурних схем на простіші, що в ряді випад-
ків необхідно для знаходження відповідних рівнянь системи на осно-
ві відомих формул. 
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Правила перетворення структурних схем. Найпрос-
тіші перетворення структурних схем та їх окремих елементів було 
розглянуто раніше. 

При послідовному з'єднанні ланок результуюча передаточна 
функція ИУ(р) ланок у загальному вигляді може бути визначена як 
добуток передаточних функцій IV, (р) ланок: 

^(Р)Пс = ГЇ^Др), (3.96) 
/ = 1 

а при паралельному — як їх сума: 

ЩР) пар = (3.96а) 
/ = 1 

Передаточна функція ланки зі зворотним зв'язком (аналогічно 
група ланок, охоплених зворотним зв'язком, рис. 3.34, а) матиме ви-
гляд 

К Лр) \¥™\р) = (3.97) 

де ]¥пр (р) — передаточна функція прямого каналу, яка є передаточ-
ною функцією окремої ланки або групи послідовно з'єднаних ланок 
(тоді И^пр(р) = IV{(р)... (/>)), що охоплюються зворотним зв'язком 
(рис. 3.34, б). 

N , Щр] щр) ) * Щр] щр) Щр) 

^зв.з(р) 

а 

б в 

Рис. 3.34 
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Знак «плюс» відповідає від'ємному, а знак «мінус» — додатному 
широтному зв'язкові; І¥31і3 (р) — передаточна функція самої ланки 
іворотного зв'язку; Д/?) 3 (р) = ]¥(р)— передаточна функція ро-
имкнутої системи, точніше, контура зворотного зв'язку, що містить 
і піки з передаточними функціями Жпр(/?)та }У3й3{р). 

Отже, передаточна функція ланки (або групи ланок), охопленої 
шпротним зв'язком, є передаточною функцією прямого каналу, роз-
/іпісною на 1 ± передаточна функція розімкнутого контуру зворотно-
іо зв'язку. У випадку, коли розглядається головний зворотний зв'я-
юк САР, цей контур є контуром розімкнутої САР. У цьому разі пере-
даточна функція замкнутої системи (системи з головним зворотним 
иГязком) записується у вигляді 

№ (Р) 
1 ± V/ (р) 

Якщо передаточна функція зворотного зв'язку \УІПІ{р) дорівнює 
одиниці, то такий зворотний зв'язок називають одиничним, що зо-
бражується так, як на рис. 3.34, в. 

Передаточні функції прямого каналу і розімкнутої системи в цьо-
му разі дорівнюють одна одній ІУпр (р) = №(р), і передаточна функція 
манки зі зворотним зв'язком 

IVі"3(р)= . (3.99) 
^ 1 ±ІГ(р) 

Знаючи правила перетворення структурних схем, можна досить 
просто розв'язати завдання перетворення одноконтурних і деяких 
багатоконтурних систем. При цьому під одноконтурною замкнутою 
гпстемою розуміють систему, при розмиканні якої в довільній точці 
можна дістати ланцюжок ланок, в якому відсутні паралельно з'єдна-
ні ланки і ланки, охоплені зворотними зв'язками. 

Вагатоконтурною називають систему, яка має в своєму складі па-
ралельно з'єднані ланки, а також ланки з місцевими зворотними 
зв'язками. 

Як приклад розглянемо структурну схему, зображену на 
рис. 3.35, а. Ця схема є багатоконтурною і має в своєму складі ланки 
з місцевими зворотними зв'язками: ланку ]¥2(р)з від'ємним інерцій-
ппм зворотним зв'язком И^зцз^); ланку \У5(р)з додатним одиничним 
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шпротним зв'язком (р), а також паралельно з'єднані ланки \УА(р) 
і П (/;). Об'єктом системи крування є ланка Ж6(р). 

Спочатку проведемо перетворення ланок зі зворотними зв'язка-
ми: 

1 + \У2(Р)Щ,ЛРУ 5 ш / ) " " І -

Для паралельно з'єднаних ланок дістанемо 

Розглядаючи далі ланки як послідовно з'єднані, знаходимо їх пе-
редаточну функцію 

^,-5 (р) = (/>) 1^4 (Р) + -

Відповідно спрощену структурну схему системи показано на 
рис. 3.35, б. 

Розглянемо можливості перетворення структурної схеми, наведе-
ної на рис. 3.35, в. Ця структурна схема має додатні зворотні зв'язки, 
кожний з яких охоплює по дві ланки. Одна з них входить також до 
контура іншого зворотного зв'язку. Такі структурні схеми називають 
схемами з перехресними зворотними зв'язками. їх не м о ж н а п е р е т в о -
рити за допомогою розглянутих вище формул. Тому їх треба перетво-
рити таким чином, аби ліквідувати зв'язки, що перехрещуються. 

Для перетворення структурних схем із перехресними зворотними 
зв'язками використовуються правила переносу додатних пристроїв 
(на схемі ДП1, ДП2, ДПЗ) та вузлів (позначених В1, В2). 

Правила переносу додатних пристроїв і вузлів у схемі. 
Загальний принцип переносу додатного пристрою або вузла в схемі 
полягає в тому, що при ліквідації явища перехрещування зворот-
них зв'язків вихідні величини ланок мають бути незмінними. Цей 
принцип добре ілюструють схеми переносу додатного пристрою ДП 
(рис. 3.36, а, б, в) і вузла В (рис. 3.37, а, б, в). 

Гак, на рис. 3.36, £показано перенос ДП вправо по ходу процесу. 
Мри цьому величина х не проходитиме крізь ланку що має 
місце у вихідній схемі. Для того щоб процес у перетвореній схемі не 
змінився, необхідно ввести додаткову ланку IV2 (р) між точкою вводу 
сигналу х і ДП. 
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в 

Рис. 3.36 

Справді, якщо у вихідній схемі х2 Ш1Х = И/Г
2(р)х2 вх = Ж2(/?) х 

X (*1 вих + * ) > Т 0 В ^ Ь 0 М У Р а З І * 2 в и х = вих + ДЄ х'2 т = \У2{р)Х{ 

х' = №2(р)х, тому х2вих = 1У2(р)хх вих + \у2(р)х = \У2(р)(х{ цих + х) буде 
таким самим, як і у вихідній схемі. 

Якщо ДП переміщується вліво (проти ходу процесу), то між точ-
кою прикладання величини х і ДП потрібно ввести ланку, переда-
точна функція якої буде оберненою функцією ланки, через яку ДП 
переміщується вліво. 

При цьому Х2вих = 1У2(р)х{ВИХ; х,'вих = (р)хх вх + - х ' , звідки 

х2 вих =№2(р)[\¥х(р)х 1вх + х]=1Г2(р)(хІШХ + х ) д о р і в н ю є вих ідн ій ве -
личині вихідної схеми. 

Вихідну (а) і перетворені (б, в) схеми переміщення вузла В вліво 
та вправо відносно початкового положення показано на рис 3.37. 
При переміщенні вузла також необхідно ввести додаткові ланки, як 
показано на рис. 3.37, б, в. Справді, якщо вузол В переміщується 
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X 

а 

б 

в 

Рис. 3.37 

шірлію, то для того, щоб величина х не змінилася, необхідно ввести 
в ланцюг х ланку з передаточною функцією, оберненою передаточ-
нім функції ланки, через яку було переміщено цей вузол. Якщо вузол 
И переміщується вліво, треба ввести додаткову ланку з передаточною 
функцією, що дорівнює передаточній функції ланки, через яку пере-
міщується цей вузол. 

Розглянемо ще раз схему на рис. 3.35, в. Для ліквідації перехрес-
них зворотних зв'язків можна перемістити додатний пристрій ДП2 
вправо, об'єднавши його з ДПЗ, або вузол ВІ вправо, об'єднавши 
пою з вузлом В2. Можливе також перенесення вузла В2 вліво й 
об'єднання його з вузлом В1. 

Перетворена схема з переносом вузла В1 вправо показана на 
рис. 3.38, а, аз переносом ДП2 вправо й об'єднанні його з ДПЗ — на 
рис. 3.38, б. 

І Іерехрещування зворотних зв'язків можна ліквідувати також пе-
ремістивши вузол В2 вліво й об'єднавши його з вузлом В1. В цьому 
разі в коло одиничного зворотного зв'язку треба ввести додаткову 
і піку з передаточною функцією ІУ3(р). 
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3 .13 . Гоафи та їх використання в теорії 
автоматичного керування 

Ліквідувавши перехрещення зворотних зв'язків, нескладно спро-
( і и ї й одержані структурні схеми за раніше викладеними правилами і 
наведеними формулами. 

3.13 
Графи та їх використання 
в теорії автоматичного керування 

Загальні відомості про графи. Математичну модель си-
і іеми автоматичного керування можна дістати також за допомогою 
орієнтованих графів. 

У загальному випадку під графом розуміють деяку множину то-
чок М, які називають вершинами, і множину непересічних кривих — 
ребер К, що відповідають умовам: 

• кожне ребро К має рівно дві точки множини М, які є гранични-
ми точками ребра (ребро в цьому разі називають незамкнутим); 

• замкнуте ребро має тільки одну точку з множини М (граничні 
точки збігаються); 

• ребра Я не мають інших спільних точок, окрім тих, які входять 
у множину М. 

Якщо на ребрах вказано напрям переміщення, то відповідний 
і раф називають орієнтованим, а ребро орієнтованого графа — дугою. 
І раничні точки ребра є вершинами. Вважають, що саме ребро К 
шцидентне кожній з вершин, а кожна вершина інцидентна цьому 
ребру. 

У загальному вигляді граф позначається буквою Сабо (/?, А/), де 
і< множина ребер; М — множина вершин. 

Якщо якийсь граф = / (А/ , , К{), де М\ та К{ входять до множин 
М і /?, з яких складається граф С, то граф С^ називають підграфом 
ірафа С (або підграфом (7), який, своєю чергою, називають надгра-
фом графа С1 (або надграфом 0{). 

Граф зі скінченною кількістю вершин і ребер називають скінчен-
ним. На кожній дузі є початкова і кінцева вершини. 

Згідно з викладеним орієнтований граф є сукупністю множин 
вершин і дуг. Дуги називають паралельними, якщо вони мають 
• пільні початкові і кінцеві вершини. З'єднання дуг, за якого кінцева 
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вершина кожної дуги є початковою вершиною для наступної дуги, 
називають орієнтованим маршрутом. Якшо кінцева вершина остан-
ньої дуги збігається з початковою вершиною першої, то такий марш-
рут називають замкнутим. 

Орієнтований маршрут, в якому всі дуги різні, називають шляхом 
від початкової до кінцевої вершини (при незамкнутому стані). Якщо 
цей маршрут замкнутий, то його називають контуром або орієнтова-
ним циклом. 

Основні властивості графів САК іметодика їх побудови. 
Граф системи автоматичного керування є орієнтованим графом, що 
має такі властивості: 

• кожна дуга відображає ланку системи з відповідним матема-
тичним зображенням; 

• якщо до вхідної (початкової) вершини деякої дуги приєднують-
ся (входять в неї) кілька дуг, то відповідна вхідна змінна є су-
мою вихідних величин цих дуг. При одній приєднуваній дузі 
змінна, що їй відповідає, є вхідною змінною наступної дуги (її 
вершини); 

• якщо з кінцевої вершини виходять кілька дуг, то вхідна величи-
на всіх дуг є однаковою. 

Граф САК легко побудувати, якщо відома структурна схема сис-
теми. Якщо відомий граф, то нескладно побудувати структурну схе-
му відповідної системи. Вершини графа зображуються колами. 

При побудові графа за структурною схемою необхідно виконати 
такі перетворення. 

1. Зобразити схему таким чином, щоб у суматорах усі вхідні вели-
чини мали знак плюс. 

2. Кожний суматор замінити вершиною з вхідною величиною, 
що дорівнює вихідній вершині цього суматора. 

3. Кожну ланку структурної схеми замінити дугою з оператором 
(передаточною функцією), який дорівнює оператору цієї ланки. 

4. Кожній змінній, в тому числі й збуренню, поставити у відпо-
відність свою вершину. 

5. Додаткове зображення (якщо це потрібно) вершини однієї з 
дуг на загальному вході деякої дуги провести з урахуванням одинич-
ної передаточної функції. 
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Деяку вихідну структурну схему слідкувальної САК показано на 
рік 3.39, о, а змінену структурну схему згідно з п. 1 — наведено на 
рис 3.39, б. 

Кінцевий результат — відповідний граф САК, наведено на 
рис. 3.39, в. 

Мри побудові графів можливе їх спрощення, яке досягається за 
рахунок того, що паралельні дуги можна замінити однією дугою з пе-
редаточною функцією, яка дорівнює сумі передаточних функцій цих 
дуі І Іростий шлях (якщо немає не належних до нього дуг, інцидент-
них його проміжним вершинам) можна замінити дугою з передаточ-
ною функцією, що дорівнює добутку передаточних функцій дуг цьо-
іо шляху. 

Знаходження передаточної функції САК за допомогою 
і/юрмулиМейсона. Формула Мейсона використовується для спрощен-
ня графа та знаходження передаточної функції замкнутої системи 
ппоматичного керування за відомим графом системи. 

Формулу записують у вигляді 
IV (п) Л 

= Е д > ( 3 1 0 ° ) / = і А 
де £ — вхідна, а х — вихідна величини системи (графа); \¥1 (р)— пере-
даточна функція /-го простого шляху від вершини £ до вершини х, 
що дорівнює добутку передаточних функцій дуг, які належать цьому 
шляху (контуру); т — кількість таких шляхів (для спрощення запису 
передаточних функцій далі не писатимемо знак оператора р)\ А — 
визначник графа. 

Записується визначник графа у вигляді 

А = 1 - + З Х о Л " . . . , 
М і хі 

ае \¥{)] — передаточна функція у-го простого контуру, яка дорівнює 
добутку передаточних функцій всіх дуг даного контуру. Перший член 

є сумою всіх подібних простих контурів. Другий член 
V М/

[)іН/
()к — сума пар контурів у та к, що не стикаються з іншими 

/,А 
і оптурами (И/Г

0к — результуюча передаточна функція контуру /с, по-

дібна до И /
оу). Третя складова формули визначника — 

і хі 
сума добутків передаточних функцій відповідних контурів; їх дода 

153 



"Н 

со 

Ої 

"і 
о 
о. 

154 



3 .13 . Гоафи та їх використання в теорії 
автоматичного керування 

пні. по трійці контурів, що не стикуються. Аналогічно можна обчис-
тим пі й інші члени, якщо вони є в даному складному графі. При 

н ь о м у треба мати на увазі, що контурами, що не стикуються, назива-
но і. і акі два контури, які не мають спільних дуг або вершин. Трійка, 
ч»' і н і р ка і так далі контурів вважається такою, що не стикується, як-
що будь-яка пара контурів цієї трійки (четвірки і т. д.), своєю чер-
пни, не стикується; Д/ — детермінант підграфа, який можна дістати з 
і о мовного (вихідного) графа при виключенні дуг і вершин /-го прос-
ино шляху, а також дуг і вершин, інцидентних цим вершинам. 

Запишемо передаточну функцію системи автоматичного керу-
иаііня за завданням £ згідно з формулою Мейсона відповідно до 
риє 3.39 (при цьому вважатимемо / = 0). З рис. 3.39, в видно, що від 
першини £ до вершини х є два (І і II) прості шляхи з такими переда-
І О Ч П П М И функціями: 

IVі =Ж0Ж1И/2_3Ж4 =И/РК2_3Ж4; 

ЖП = ^ 0 ^ 7 ^ 2 - 3 ^ 4 = ^ 7 ^ 2 - 3 ^ 4 -

Крім цього, у вихідному графі є три контури (позначимо їх 1, 
\ передаточні функції яких 

IVі = Ж,Ж2_3Ж4Ж6' = IV, • 

IV2 = -Ж 4 Ж 5 ; 

Ж3 = = - Ж 7 Ж 2 _ 3 ^ 4 . 

11 ар і контурів, що не стикуються, граф не має, тому його визнач-
ник 

А = \ - (IVі +\У2 +1¥3)= 1 + ^1Ж2_3Ж4 +Ж7Ж2_3Ж4. 

І Іідграфи, які відповідають простим шляхам від вершини £ до х, 
іамкнутих контурів не мають, тому 

А, = А2 = 1. 

Формула Мейсона в цьому разі матиме вигляд 

^ = Ж1 +ІУП
 = ^ 1 ^ 2 - 3 ^ 4 + ^ 7 ^ 2 - 3 ^ 4 

А 1 + + Ж4И/5 + Ж 7 Ж 2 _ 3 Ж 4 " 

Якщо погрібно знайти передаточну функцію за збуренням, то 
враховують, що £ = 0 . При цьому від вершини / до і маємо лише 
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один простий шлях IVі -У/а. В І Д П О В І Д Н И Й підграф у цьому разі не 
має замкнутих контурів і його визначник дорівнює одиниці: Д, = 1. 

Передаточна функція за Мейсоном матиме вигляд 

ик X,/ 1 + ^ 1 ^ 2 - 3 ^ 4 + + ^ 7 ^ 2 - 3 ^ 4 

3.14 
Багатовимірні системи та метод змінних стану 

Багатовимірні системи і загальні відомості про метод 
змінних стану. В САК у загальному випадку можна одночасно керу-
вати кількома величинами. Як було зазначено раніше, такі системи 
називають багатовимірними. 

Багатовимірні системи називають також системами багатозв'яз-
ного керування. Ці терміни переносять і на відповідні об'єкти (на-
приклад, багатовимірний об'єкт). Класичним прикладом багатови-
мірного об'єкта є паровий котел, в якому одночасно автоматично ке-
рують температурою і тиском пари. 

Лінійними багатовимірними системами називають системи авто-
матичного керування, в яких усі елементи мають лінійні характерис-
тики і їхні динамічні властивості описуються лінійними диферен-
ціальними рівняннями. Якщо коефіцієнти цих рівнянь незмінні, то 
таку систему називають стаціонарною (в противному разі — неста-
ціонарною). 

Рівняння багатовимірної системи в загальному випадку можна 
записати у вигляді системи рівнянь в операторній формі: 

Рх, (р)х{ + ... + /> а(р)х„ = 0П(Р) ил + ... + о, т(р) ит + 

+ Си(р)/І + ... + С1к(р)/к; 

Р2І (р)х{ + ... + Р2п(р)х„ = <22і (р)щ + ... + 02т(р)ит + 

+ с2І(р)/] + 

РпІ (р)хх +... + рпп(р)х„ = 0гА (р)их +... + <2шп(р)ит + 
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+ САР)А + • • • + с„к (р)/к. 
V компактнішій формі це рівняння можна записати так: 

п т п 

7 = 1 У = 1 7=1 
1(1 ( / ' ) , (/?)> с, (/?) — поліноми від р зі сталими коефіцієнтами при 
відповідних регульованих змінних х{,..., хп\ щ,..., ит — керуючі сиг-
пани; / , , . . . , / * — збурення. 

Для багатовимірних систем найпоширенішою є матрична форма 
єн і псу рівнянь, згідно з якою в даному разі введемо такі матриці: 

А(р) 

х = 

РП(Р) 

Р,ЛР) 

В(р)--

РИ,(Р) 

Р,ЛР) 

ОМ) ... 0\т(Р) 

0АР) ... ОПТ(Р) 

; С(Р) = 

С,|(р) ... С[к(р) 

с,л(р) ... С„к(р) 
Л 

І Іри цьому вихідну систему рівнянь багатовимірної системи мож-
на записати у вигляді 

А(р)х = В(р)и + С{р)і. 

• Приклад 3.4. Деяка двовимірна система описується рівняннями 
( 7 > + 1)х, + (Т2р+ \)Х2 = Ь0ри{ + Ь{и2; 

(Т3р + а, )х, + = Ь2и2. 

Записати рівняння цієї системи в матричній формі. 
Р о з в ' я з а н н я . Рівняння цієї системи в матричній формі матиме 
вигляд 

де 
А(р)х=В(р) и, 

А(р) = Т\Р+ 1 Т2р+Г 
Т3р+ 1 а2 

; в{Р) = 
~Ьпр V 

о ь, 
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Поведінку багатовимірних систем можна описувати також за до-
помогою передаточних функцій. 

Передаточною функцією за деяким /-м параметром та к-м вихо-
дом називають відношення зображення за Лапласом Хк (з) вихідного 
параметра хк до зображення І]Д^) вхідної величини иі за нульових 
початкових умов. Згідно з цим 

вд 

Обчислити цю передаточну функцію можна, якщо знехтувати у 
вихідній системі рівнянь зображеннями всіх сигналів і параметрів 
керування, крім И{ (я). 

Аналогічно можна знайти також передаточну функцію за збурен-
ням відповідно до цього виходу (параметра хк)\ 

ЗД 

Для повного описання багатовимірних систем потрібно мати 
пхт передаточних функцій за керуванням і пх к передаточних 
функцій за збуренням, які в загальному вигляді можна записати як 
матриці: 

> , { ( 5 ) . . . I V 

IVй (5) = 
и а д ... 

де IV"(з) — матриця передаточних функцій за керуванням (або пере-
даточна матриця); IV /(з) — передаточна матриця за збуренням. 

Зображення керованого параметра х через передаточні матриці 
матиме вигляд 

Х(з) = №и(з)и(з) + Ц^/(з)Р(з). 

Розглянемо спосіб визначення передаточних матриць, що базу-
ється на відомих співвідношеннях, які наведемо без доведення: 

IVй(з) = Л1 (*) В(з)\ IV'(з) = А'1 (з)С(з). 

При нульових початкових умовах А(р) = А(з); В(р)=В(з); 
С(р) = С(з). 
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ііідио з положеннями вищої алгебри обернену матрицю визна-
а є м о гак: 

А-1 (з) = 
\А(3) І 

АИ (з) ... А1/г(з) 

А„х(з) ... 

Знак т означає операцію транспонування. 
І Іроілюструємо викладене за допомогою простого прикладу. 

и П р и к л а д 3.5. Маємо двовимірну систему, поведінка якої визначаєть-
ся двома диференціальними рівняннями 

р2хх + рх{ + = щ + Уі; 

рх{ + х, + рх2 = и2 + /2. 

Необхідно знайти передаточні матриці за керуванням и і збурен-
ням / 

Р о з в ' я з а н н я . Запишемо наведені вище рівняння в формі зобра-
ження Лапласа: 

(л- о в д + зХ2(з) = 1/2(з)+Г2(з). 

Ця система в матричній формі матиме вигляд 

>Ф)Х(у) = В(з)ЩЗ) + С(З)¥(З), 

де 

V + ^ Г "1 0" 
; Ш = 

1 0" V + ^ Г ; т = 0 1 ; Ш = 0 1 5+1 5 0 1 0 1 

Знайдемо визначник матриці 

1) = з2(з + 1) - (5 + \) = (з2-з)(з + 1). 

Переставивши по діагоналі складові матриці А(з) та змінивши 
знаки елементів із непарною сумою індексів, дістанемо 

5 -(5+1)" 
- 1 5 2 + 5 

звідки знайдемо доповнення: Аи -з\Ап = + \)\А1Х = -1 ;А22=з2+з. 
Оскільки В(з) і С(з)є одиничні матриці, то 

IVЙ (З) = Ц"(5) = А-\З) = 
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+1) -1) 
1 

-(<> +1) 52 + 5 

У 1974 р. Г. Розенброк заклав основи методу автоматизованого 
проектування САК, який з часом було вдосконалено і розвинуто ін-
шими вченими. Цей метод дістав назву методу змінних стану. 

Метод змінних стану дає можливість визначити залежність вихід-
них (керованих) параметрів багатовимірної системи х , , х 2 , х г (в 
узагальненому вигляді х) від деяких змінних стану у{,...9уп (в уза-
гальненому вигляді у) з урахуванням дії керуючих впливів щ ,. . . , ит (в 
узагальненому вигляді и). 

Отже, в узагальненому спрощеному вигляді рівняння стану мож-
на записати так: 

У = Ау+ В и ; ( 3 . 1 0 1 ) 

х = Су, 
де А, В, С — відповідно матриці стану, керування, виходу (вихідних 
координат). 

Розглянемо принципові загальні положення даного напряму тео-
рії автоматичного керування. 

Для описання динамічних процесів у системі автоматичного ке-
рування необхідно в загальному випадку встановити характер зміни 
в часовому просторі керованої величини х системи з параметрами 

Ь{,...,Ьп від збурень / , , . . . , / „ (до складу збурень належать 
задавальні і керуючі функції и(і)). 

Поширення дістав спосіб описання систем, що базується на ди-
ференціальних рівняннях і передаточних функціях, які застосовують 
в одновимірних системах. 

У багатовимірній системі з п змінними хх,..., хп при дії в загаль-
ному випадку збурень / , , . . . , /п для описання системи необхідно мати 
систему п рівнянь вигляду 

СІи(р)х1 +СІ12(р)Х2 + ... + (/1п(р)хп=/{\ 

сі21(р)хї +сі22(р)х2 +... + сі2п(р)хп =/2; 

" п2 (р)х2 + ... + СІ пп СІ 

де с!ік (/;) — поліном від оператора р = — . 

160 



3.14. Багатовимірні системи та 
метод змінних стану 

У разі застосування перетворення Лапласа при ненульових поча-
ткових умовах ці поліноми є функцією деякої комплексної величини 
5 і мали б записуватись у вигляді с1ік(з). При нульових початкових 
умовах, як зазначалося раніше, поліноми можна записувати у вигля-
ді СІік (р). 

Перехід від рівнянь ланок конкретної системи і визначення сис-
теми рівнянь та їх коефіцієнтів вигляду сІік(р) для описання конкрет-
ної САК досить детально викладено раніше на конкретному прикла-
ді застосування теореми Крамера. 

У разі багатовимірних систем їх описання і дослідження значно 
ускладнюються. Тому для дослідження таких систем розроблено так 
званий метод змінних стану, який може застосовуватись також і для 
дослідження одновимірних систем. 

Метод базується на тому, що для розв'я- щ(г) 
зання диференціального рівняння п-го по- и2(ї) 
рядку, яке характеризує динамічні процеси в 
деякій системі автоматичного керування 
(рис. 3.40), необхідно знати п початкових зна-
чень регульованої величини х — її початково- Рис. 3.40 
го значення х(і0) = х(0) та п- І похідних при 
і = і0, а саме: х(і0) = х(0) ; х(і0) = х (0) ; . . . ; 1 (/0) = хп~1(0). 

Ці початкові умови визначать подальший рух системи. 
Для характеристики внутрішнього стану системи вводять деякі 

абстрактні характеристики системи у{ (і), у2(і),..., уп(і)з початковими 
умовами ух (0), ^ (О) , . . . , >>„(0), за допомогою яких з урахуванням 
вхідної дії и(/) можна однозначно визначити динамічні процеси в 
системі. 

З м і н н і ух (і),..., уп(і) н а з и в а ю т ь змінними стану системи. 
У загальному вигляді деяка змінна стану ук (і) записується так: 

УА0 = ЛІУі ( 0 ) . . . у„ (0 ) ; щ (і)... ит№ 

Стан системи в довільний момент часу і визначають за допомо-
гою вектора стану у(/), що є функцією змінних стануу к( і ) (к = 1 ,...,п): 

У ( ї ) = ІУЛО,У2«),.-,УМт. (3.102) 

Множину всіх значень вектора стану у (і) на деякому інтервалі 
з м і н и часу і н а з и в а ю т ь простором стану або фазовим простором. Й о -
го можна розглядати як деякий ^-вимірний абстрактний простір, що 
відповідає порядку диференціального рівняння системи. 
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Кінець вектора стану при русі в просторі стану має множину по-
л о ж е н ь , я к а н а з и в а є т ь с я траєкторією вектора стану або фазовою 
траєкторією. Кожна фіксована точка цього положення називається 
зображуючою точкою. 

Фазовий простір, який відповідає рівнянню динаміки першого 
порядку, називають одновимірним. Його можна зобразити як пряму 
на деякій площині, а фазову траєкторію — як сукупність точок (від-
різок) на цій прямій. 

При п = 2 вектор стану є функцією двох змінних ух (і) і у2(і). Фа-
зовий простір при цьому називають двовимірним. Він є площиною з 
координатами ух - у2, а фазова траєкторія — крива на цій площині. 

Тривимірний простір відповідає системам при п= 3. 
Фазові траєкторії і простори стану одно-, дво- і тривимірних сис-

тем зображено на рис. 3.41, а—в. 

Рис. 3.41 

При п - 4 матимемо чотиривимірний простір і т. д. 
При застосуванні методу змінних стану виділяють поняття просто-

ру керувань, простору виходів і простору збурень. П р и цьому під прос-
тором керувань розуміють множину можливих значень их (і), и2(і),... 
...,ит(і), під простором виходів — множину хх (/), х2 (і),..., хг(і), а 
під простором збурень — множину /, (і), / 2 ( і ) , / { ( і ) . Ці множи-
ни є координатами векторів: керувань в ^-вимірному просторі 
и(0= [Щ (і), и2 (/),..., ит(і)У\ виходів в /-вимірному просторі 
х(0 = [хх (/), х2(/), (/)]1 і збурень в /-вимірному просторі 
т=[мо,мо,...,/,(()]'. 
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Фізична суть змінних стану (які, як було вказано раніше, в зага-
льному випадку можуть бути абстрактними величинами) залежить 
ні і вибору базису, при зміні якого можна змінити і змінні стану. 

ІІрп дослідженні конкретних систем за змінні стану приймають 
•и'які фізичні величини, які характеризують поведінку даної системи. 

Рівняння стану. Якщо вважати, що похідна сіуі (і)/сіі = 
г, залежить тільки від поточного стану системи, то систему авто-

матичного керування можна описати системою диференціальних 
рівнянь першого порядку в нормальній формі Коші, згідно з яки-
ми похідні змінних стану залежать від значення змінних, часу і керу-
пані. //,(/). 

Згідно з рис. 3.40 можна записати: 

Уі(*)= ФіЬ>і (*),у2(*),...,уп(*У, Щ (0, М 0 , . . . , итЦУ,*У, 

(3.103) 
уп(о = ФЛ^і (0 , у2(*)>уп(*У, щ(0, М 0 , / ] . 

Знаючи змінні стану, знаходимо кожний з вихідних сигналів хДг) 
м (функцію у ДО змінних стану і керувань (входів): 

( 0 = У І І У І ( 0 , ц ( 0 , м 2 ( 0 , « „ ( 0 ; ' ] ; 

* 2 ( > ) = У 2 Ь ' і (*),У2(*),...,Уп(*У, Щ ( 0 , и 2 ( ' ) , . » , ит{і)\і]\ 

(3.104) 

хп«) = УПІУІ (0, у2(*)>—> У Ж Щ (0, М 0 , / ] . 
Якщо рівняння (3.103), (3.104) вважати лінійними (лінеаризова-

пимп), а систему детермінованою, то ці рівняння однозначно визна-
чають поведінку системи. Ці рівняння називають рівняннями стану 
І истеми. При зазначених вище умовах змінні стану і вихідні величи-
ни не залежать від моменту появи вхідного сигналу щ(і). 

І Іри цьому рівняння (3.103), (3.104) можна записати у вигляді 

>1 (0 = аИу1 (і) + а12у 2 (/) + ... + а1яу„(ґ) + 

+ Ьп щ (і) + Ьї2и2(і) +... + ЬХтит(і)\ 

У2 (0 = а21уї (і) + а22у2 (/) + ...+ а2пуп(і) + 

163 



Глава З МАТЕМАТИЧНЕ ОПИСАННЯ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

+ Ь2[ щ (ґ) + Ь22 и2(і) + ... + Ь2тит(ґ); 

(3.105) 

У,М) = Ух (0 + ап2у2 (і) + ... + аппуп(і) + 

+ Ьп{ ил (0 + Ьп2и2(ї) +... + Ь тп 

(0 = с, , у, (/) + спу2 (() +... + с, „у„(() + 

+ сіпи1 (() + <іпи2(1) + ... + с11тііт((); 

*2 (0 = с21 У і (0 + с22^2 (/) + ...+ с2„у„(0 + 
+ щ (0 + Л22и2(1) + ... + с12тит((); (3.106) 

хг(() = сГІу1 (() + сг2у2(0 + ... + сгпу„(() + 

+ (0 + </г2 «2 (0 + • • • + <*тин(і), 

де аік,Ьік,сік,(1ік — сталі коефіцієнти, знайдені при визначенні і пе-
ретворенні відповідних функцій ф, , у, в рівняннях (3.103), (3.104). 

Для складних об'єктів запис рівнянь вигляду (3.105), (3.106) та їх 
перетворення при дослідженнях системи утруднені, тому значне по-
ширення дістала раціональніша компактна векторно-матрична фор-
ма рівнянь стану. Згідно з цією формою рівняння стану можна запи-
сати у вигляді 

є матриця стану розмірністю пхп, яка визначає вільні і вимушені 
рухи системи; 

У = Ау(П+ В и(/); 
х = Су(ґ)+ £и(ґ), (3.107) 

де 

(3.108) 

В = (3.109) 

Ь„,Ь „-,...Ь, 
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• \ит\рицн керування (матриця входу) розмірності пхт, яка визначає 
п »а< ми іанежпість входу системи і змінних стану; 

С\ і Сп.. .Сі 

С 

"1112* 
С 2 \ С 2 2 " ' С 

'\п 

2 п 

сгХсх \ г2" 

(ЗЛЮ) 

- і ш три ця вихідних координат (матриця виходу) розмірності г х п, яка 
ми шачає характер взаємозв'язку вихідних величин зі змінними ста-
ну, 

~сіпсі{2...сі{п' 

СІ1{СІ22...СІ2п 

сіг{сіг2...сіп 

(3.111) 

> маїриця розмірністю г х /7, що характеризує прямии зв язок вихід-
нії координат х/ (і) з керуванням; визначає безпосередній вплив ке-
рн мані ія на різні складові вихідних координат; для багатьох систем 
/> 0 

< і рук гурпу схему багатовимірної системи, що відповідає наведе-
ним рівнянням стану, подано на рис. 3.42. Подвійні лінії відобража-
І-НІ. маїрично-векторний характер математичної моделі системи. 

Рис. 3.42 

Знаходження рівнянь стану і аналогових моделей сис-
тем Розглянемо одновимірну систему, динаміка якої описана дифе-
і" шпачинім рівнянням А/-ГО порядку, зведеним до нормованого ви-
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гляду, при якому коефіцієнт за найвищого порядку похідної від ре-
гульованої величини х дорівнює одиниці (о0 = 1); и(()— вхідна вели-
чина. Отже, вихідне рівняння має вигляд 

сГ'х(і) сІ"~іх(і) 

Сіґ' 
+ а 

сії" 
+... + а п-і 

4хЦ) 
сії 

+ а„х(0 = Ь0и(і). ( 3 . 1 1 2 ) 

Якщо початкові умови відомі, то, як вказувалося раніше, змінні 
стану можна записати так: 

У\ (Г)=х((), 
у1(() = х(() = у1 (І), 

У3(<)=Х(()=У2(1), (3.113) 

уп(ґ) = х("-1}(Г) = у„^(ґ). 

З рівняння (3.112) знайдемо значення похідної найвищого по-
рядку: 

^сГ^хіТ) + Ьои(г)_ ( 3 ] ] 4 ) 

сії сіґ сії 

На основі рівнянь (3.113) і (3.1 14) можна дістати систему дифе-
ренціальних рівнянь першого порядку: 

у, (0 = .М0; 
Ш = У 3(0; 

(3.115) 
УпіО = ~апУ\ (0 - а„-іУг(0 а\уЛО + Ь0и(*У, 
х(0 = у1 (0-

Звідси знаходимо систему рівнянь стану (3.115) в матричній 
формі: 

0 1 0 0 . 0 " "0 ~ ~и(Г) 
ш 0 0 1 0 . 0 у2(п 

1 
0 0 

0 0 0 0 .. . 1 У..-Л0 

т 
0 0 

уп(0 га" 1 2 У,«) А . 0 
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х(г) =[ 1 0 0... 0] [у, (і)у2 (ґ)... ^(ґ)]т. 

У пек і орній формі рівняння стану матимуть вигляд 

у(і) = Ау(і) + Ви((У, 

х(/) = Су(0, 

.і иідновідні матриці 

0 
0 

0 
-А.. 

1 
0 

0 
1 

0 
о 

-а.. -а„ -а я-З 

0 
0 

1 
-а. 

Матриця керування В розмірністю п х 1 має вигляд 

' 0 

В 

0 

0 

К 

л матриця вихідних координат С розмірністю їх п 

С = [1 0 0.. . 0]; 

( 3 . 1 1 6 ) 

(3.117) 

(3.118) 

( 3 . 1 1 9 ) 

( 3 . 1 2 0 ) 

( 3 . 1 2 1 ) 

Схему аналогового моделювання одновимірної системи автома-
иі'шого керування, що відповідає рівнянням (3.115), наведено на 
риє. 3.43. У модель введено початкові умови змінних стану 
»•„(()),..., ух (0), а також значення коефіцієнтів ах,...,ап. Змінюючи 
ичідну величину и(і) за допомогою даної аналогової моделі, можна 
аістати залежність х(і). 

Загальна методика розв'язання рівнянь стану. Одно-
річні рівняння. Однорідне рівняння стану (яке не враховує дію вхід-
них величин и(/)) є векторно-матричним рівнянням вигляду 

у(і) = Ау(і). (3.122) 
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(/2(0) 

Уп-М 

У№ 

УїМ 
І 

УМ х(0 

а2 

Рис. 3.43 

Воно визначає вільні коливання системи. Позначимо початкові 
умови: у, (0), >>2(0),... >>„(()). їхній вектор 

Відповідне скалярне диференціальне однорідне рівняння 

С І ^ = ау(П або ^ = асі!, 
сіґ у(Т) 

Зінтегрувавши обидві частини останнього виразу, дістанемо 

або 

звідки 

,<,» у^ і 

1п Ш = а і , 

УФ) 

у(Т)=е"'у( 0). Розклавши експоненціальну функцію е"' в степеневий ряд, одер-
жимо 

" 1 ' А*, у(і) = е"'у( 0 ) = X - ^ - ( а г ) к у ( 0 ) . 
* = о/(• 

( 3 . 1 2 3 ) 

Для матричної функції е згідно з формулами матричного чис-
лення маємо 

еА' = Г + А1 + 
(АГ)2 , (АГ? 

21 З! 
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3.14. Багатовимірні системи та 
метод змінних стану 

і- І, / відповідно динамічна й одинична матриці розмірності п х п. 
Згідно зі скалярним рівнянням ( 3 . 1 2 3 ) 

у(ґ) = еА'у(0) = ^±Ак(к'у(0). (3.124) 
к = 0 & ' 

^диференціювавши обидві частини цього рівняння, дістанемо 

у ( 0 = І~(АПку(0), (3.125) 
к = 1 ~ !)• к = 1 ! 

ме к 1 = к{. 
1 Іідставляючи в ліву частину виразу ( 3 . 1 2 5 ) відповідне значення з 

( І. І 23), а в праву — з ( 3 . 1 2 4 ) , бачимо, що вони тотожні, а це дає змогу 
сіверджувати, що ( 3 . 1 2 4 ) — загальний розв'язок векторно-матрично-
и> рівняння. 

( ф у н к ц і ю еАг н а з и в а ю т ь перехідною функцією стану а б о ( ч а с т о ) 
(фундаментальною матрицею. 

Отже, розв'язок однорідного векторно-матричного рівняння 
( 4 22) матиме вигляд 

у(Г) = еА'у(0). 

Для лінійних стаціонарних систем розв'язок однорідного рівнян-
ії і через перехідну матрицю стану можна записати у вигляді 

у(() = еА'у(0). (3.126) 

Основні властивості перехідної матриці стану наведено без відпо-
иі.'цшх доказів. 

1. Вимірність перехідної матриці стану дорівнює вимірності ди-
намічної квадратної матриці А. Тому вона також є квадратною мат-
рице ю розмірності п х п, а її складові — функціями часу. 

2. При і = 0 
=1 . 

Перехідна матриця стану еАг є неособливою матрицею, а це 
можливо при умові, що сіег еАі Ф 0. 

4. Для перехідної матриці стану еАіеВї = е(А+ В)г лише тоді, коли 
І// ПА. 

Я. \ е А і ]" ' =е-Аі. 

(). {І еА' =еАГ =еА'А. 
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7. ]еАісіх = А~\еАі - І) = (еАі - І)А~\ 
о 

Загальна методика розв'язання неоднорідних рівнянь. 
Розглянемо це питання на прикладі стаціонарного векторно-матрич-
ного рівняння стану: 

у(і) = Ау(і) + Я и(0. 

Початкові умови визначаються вектором початкових умов і рів-
нянням виходу: 

х(0=Су(0+Ди(0. 
Помноживши на е~Аг обидві частини виразу у(і), дістанемо 

е-А'у(і) = е-А'Ау(і) + е-Аі Ви(і), 

або 

е~Агу(і)~ е~А'Ау(і) = е~АіВхх(і). 

Згідно з властивостями матриці маємо 

СІІ 
тому 

?-А'у(і)]=е~А'Ви(і). 
аі 

Зінтегрувавши обидві частини цього виразу від 0 до Г, матимемо 

е-Аіу(і)-у(0) = \е-АхВи(т)сіт. 
о 

Враховуючи п'яту властивість матриці, дістаємо 

у (і) = еА{у(0) + ел']е-АхВх\Шт, 
о 

або, з урахуванням четвертої властивості, 
і 

У(/) = е АІу(0) + \см' -т) В и(т)с!х. 
0 
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3.14. Багатовимірні системи та 
метод змінних стану 

І Іерша складова правої частини цього рівняння описує вільні ру-
п системи, зумовлені початковими умовами, а друга — рух системи, 

іумовлений вектором керування і реакцією системи з відповідними 
нульовими початковими умовами. 

Якщо підставити у(/)у вираз х(/), записаний вище, то 

х(ї) = СеАіу(0)+]сеЛ{'-х)Ви(т)сіт. 
о 

Реакція стаціонарної системи не залежить від моменту /0 прикла-
ді ння дії, тому можна записати розв'язок неоднорідного рівняння 

і іапу у вигляді 

у ( 0 = Є ж/ - / ( ) } у(/0 ) + ]еА{1-'») В и(т) А; 
о 

х ( 0 = СеА('-> у(ґ0) + } Се А(/ ) В и(т) А. 
о 

111 вирази відповідають розв'язку скалярного рівняння першого по-
рядку 

у(ї) = Ау(ї)+Ви(ї). 

•її о має вигляд 

у (і) = е
аіг-^у(ґ()) + Іеа^-іо)Ви(х)(Н. 

о 

Знайдені згідно з наведеною методикою рівняння стану та їх роз-
в'язки можуть бути основою для дослідження поведінки САК у ди-
намічних режимах. Цей процес зводиться до визначення перехідної 
ї ї і рпці стану еАі. У даному разі це має важливе значення тому, що 

« і гідові перехідної матриці стану відображують перехідну функцію 
» псіеми і функцію ваги, які є основними динамічними характерис-
і пкамп САК. 

Аналіз виразу еАі потребує застосування окремих методів до-
» ішжепня. За великих розмірностей п матриці єдиними практично 
можливими є методи, що базуються на використанні ЕОМ за допо-
ю і о і о спеціальних алгоритмів і програм, які наводяться в спеціаль-

ній иііературі. 
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Контрольні запитання та завдання 

1. Назвіть основні типові ланки САК. 
2. Назвіть динамічні характеристики 

ланок і запишіть їх рівняння. 
3. Від чого залежать динамічні влас-

тивості ланок другого порядку? 
4. Що таке передаточна функція? 

Напишіть вираз передаточних 
функцій основних типових ланок. 

5. Викладіть методику побудови ам-
плітудно-фазової частотної харак-
теристики ланки. 

6. Назвіть основні частотні характе-
ристики ланок. Наведіть приклад 
їх побудови для аперіодичної лан-
ки першого порядку. 

7. У чому полягає методика побудо-
ви результуючих частотних харак-
теристик при послідовному і пара-
лельному з'єднанні ланок? 

8. Як дістати логарифмічні частотні 
характеристики? Вкажіть їхні пе-
реваги. 

9. Назвіть особливості мінімально- і 
немінімально-фазових ланок. 

10. Як визначити рівняння динаміки 
при послідовному з'єднанні ла-
нок? 

11. Запишіть рівняння динаміки САК 
стабілізації та поясніть значення 
його складових. 

12. Запишіть рівняння динаміки САК 
слідкувальної системи та поясніть 
значення його складових. 

13. Як дістати рівняння динаміки САР 
за допомогою теореми Крамера? 

14. Запишіть вирази передаточних 
функцій САР за збуренням і за-
вданням. 

15. Перелічіть основні правила пере-
творення одноконтурних структур-
них схем. 

16. Сформулюйте правила переносу 
вузлів і додатних пристроїв у струк-
турних схемах із перехресними 
зворотними зв'язками. 

17. Що таке граф? Назвіть види гра-
фів, укажіть особливості їх викори-
стання в ТАК. 

18. Запишіть і поясніть суть складових 
формули Мейсона для деякого 
найпростішого випадку. 

19. У чому полягає суть методу змін-
них стану? 

20. Напишіть рівняння стану в загаль-
ному вигляді. 



Глава 
4 

СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ 
ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО 

КЕРУВАННЯ 

4.1 
Поняття стійкості САК 

Під стійкістю системи в найзагальнішому випадку 
розуміють її властивість повертатися у початкове 

(або близьке до того) положення після зникнення дії факторів (збу-
рень), які вивели систему зі стану початкової рівноваги. Стійкість 
системи є необхідною умовою можливості САК вирішувати постав-
лені перед нею завдання. 

Найпростішим прикладом, що характеризує різні сторони понят-
тя стійкості системи, може бути рис. 4.1. 

Розглянемо рух кулі по деякому криволінійному шляху (рис. 4.1, а). 
Якщо куля переміщуватиметься зовнішніми силами із положення 
початкової рівноваги 0 в положення І, II або III, то після зникнення 
цих сил вона повернеться у початкове положення (або близьке до 
нього) залежно від сил тертя. При цьому можливі коливання кулі 
відносно початкового положення. 

У випадку, що відповідає рис. 4.1, б, куля займає нестійке поло-
ження рівноваги 0. Досить незначного зміщення кулі відносно цього 
положення, і вона не зможе самостійно повернутися до початкового 
с гану. 

Обидва розглянуті варіанти поведінки кулі зображено на рис. 4.1, в. 
Залежно від початкового положення рівноваги і характеру дії зов-
нішніх сил у разі відхилень кулі в межах відрізка шляху 0 — І вона 
повертатиметься у положення 0. У разі виходу за межі цього відрізка 
повернення в початкове положення стає неможливим. 

Для характеристики поведінки кулі в найзагальнішому випадку 
нелінійних систем використовується поняття стійкості «в малому», 

и великому» і «в цілому» (для окремих видів нелінійностей її назива-
їо 11. абсолютною стійкістю). 
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Система є стійкою «у великому», якщо визначено межі області 
можливих відхилень, в яких система повертається у початкове поло-
ження, і відомо, що початкові відхилення системи не виходять за ме-
жі цієї області. Система стійка «в малому», якщо межі області стійко-
сті не визначені, а вказано лише факт її наявності. Система стійка «в 
цілому», якщо вона повертається у початкове положення рівноваги 
за будь-яких початкових відхилень (рис. 4.1, а). 

Шлях кулі, зображений на рис. 4.1, в, відповідає стійкості «у ве-
ликому», якщо початкові відхилення є тільки в межах 0 — І, і нестій-
кості «у великому», якщо початкові відхилення можливі в межах 0 — 
II. У цьому випадку система стійка «в малому» (на відрізку 0 — І) і 
нестійка «у великому» (на відрізку 0 — II). 

Система, стійка «в цілому», завади є стійкою «у великому» і «в 
малому». Система, стійка «у великому», є стійкою «в малому». 

В теорії автоматичного керування розрізняють поняття незбуре-
ної рівноваги (положення 0 на рис. 4.1, сі) і збуреного стану, в яке пе-
реходить система у разі дії збурення і наступного його зникнення 
(положення II на рис. 4.1, сі). 

Крім відносно простого випадку початкового положення рівно-
ваги, коли об'єкт (куля) нерухомий, можливі й складніші випадки, 
коли иезбурений стан системи є рухом за деякою траєкторією (напри-
клад, у програмних САК). Такий стан системи називають незбуреним 
рухом. У разі дії на систему зовнішніх факторів виникають відхилення 
від початкового руху, і такий стан системи називають збуреним рухом. 

Незбурений рух системи називають стійким, якщо після зняття 
зовнішніх сил збурений рух через деякий час увійде в задану область є. 

При цьому можна записати 
Ах(і) < є, 

де Ах(і)— відхилення координат збуреного руху. 

0 

(4.1) 

а б в 

Рис. 4.1 
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4.2. Стійкість за Ляпуновим 

4.2 
Стійкість за Ляпуновим 

У 1892 р. О. М. Ляпунов сформулював поняття 
стійкості, виходячи із того, що незбурений рух є 

лея ким визначеним рухом системи, що підлягає дослідженню на 
і і їй кість. Він міг бути як усталений, так і не усталений. Згідно з цим 
визначення стійкості за Ляпуновим формулюється таким чином: 

незбурений рух є стійким відносно змінних X/, якщо за будь-якого довільно зада-
ного додатного числа є, яким би малим воно не було, можна вибрати друге до-
датне число 5(є), таке, що за будь-яких збурень х/0, що задовольняють умову 

V г-0 < 5, і за довільних ї > ї0 виконуватиметься нерівність 
/ і 

І > ^ ) < Є . (4.2) 
/ - 1 

І Ірактично стійкість незбуреного руху за Ляпуновим означає, що 
іа досить малих початкових збурень збурений рух як завгодно мало 
відрізнятиметься від незбуреного. Якщо незбурений рух нестійкий, 
і о збурений все більше відходитиме від нього в разі найменших по-
4 1 гкових збурень. 

Основні особливості визначення поняття стійкості за Ляпуновим 
полягали в тому, що стійкість розглядалася на нескінченному інтер-
валі часу, збурення були малими і діяли лише на початкові умови. В 
ГАК існує також поняття асимптотичної стійкості, під яким розу-
міють таку стійкість незбуреного руху, за якою збурений рух за до-
і иті» малих початкових збурень прагне до незбуреного руху. 

Теоретично умову асимптотичної стійкості можна записати у ви-
і ляді 

\іт[Ахі(і)]=0. (4 .3) 

Іноді умову стійкості технічних систем записують так: 

І і т [Дх, (/)] < є, (4.4) 

її' А\, (/) — відхилення ординати неусталеного руху відносно відпо-
відної ординати усталеного; е — деяка довільно мала величина. 

У найзагальнішому випадку відповідь на всі питання динаміки 
< АК, у тому числі стійкості, можна дістати на основі аналізу харак-

175 
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теристикп перехідного процесу, яку визначають у разі розв'язання 
диференціального рівняння замкнутої системи. 

При виведенні рівняння замкнутої САК, як вказувалось раніше, 
в багатьох випадках використовується лінеаризація нелінійних за-
лежностей за допомогою ряду Тейлора. Виведене таким чином рів-
няння називають рівнянням першого наближення. 

4.3 
АослідЖення і аналіз стійкості 
за коренями характеристичного рівняння 

р розглянемо лінійну САК стабілізації, рівняння ди-
наміки якої в загальному випадку в операторній 

формі має вигляд 

[р(Р)+О ( / » ] * ( О = ш т т , (4.5) 

де /(і) — функція збурення. 
Після нескладних перетворень це рівняння можна записати так: 

сі"х сІ"~'х сіх 
а0 + ах + ... + ап , — + а х = 

СІҐ [ СІҐ 1 СІІ " ( 4 6 ) 

, сі"7 , сі'"-7 , . ^ " ; 

= Ь0 —- + Ь{ + ... + Ьт/, 0 сіі"1 сіі'"-[ 

де а0,..., ап, Ь0,..., Ьт — коефіцієнти рівняння, що визначаються па-
раметрами ланок системи (сталими часу та коефіцієнтами передачі); 
* — регульований параметр. 

Наведене рівняння замкнутої системи є неоднорідним лінійним 
диференціальним рівнянням п-то порядку (п > т). Його розв'язок 
згідно з відомим принципом суперпозиції 

х ~ -̂ пер (4.7) 
де хпер — перехідна складова, яка є загальним розв'язком однорідно-
го диференціального рівняння 

а(] —— + а{ ——~ + ... + апх = 0, (4.8) 
сіґ ' сіґ 1 " 
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яке визначає рух системи після зникнення збурення і називається 
рктннням вільного руху; х0 — ч а с т к о в и й р о з в ' я з о к н е о д н о р і д н о г о р ів -

я, який характеризує усталений стан системи (при і = оо), зале-
і и гь від параметрів системи та збурення /, але на стійкість системи 
ік впливає. 

Отже, стійкість лінійної системи залежить від розв'язку рівняння 
ииіьііого руху (4.8) 

хпер =С{е*' + С2еРі* + ... + СпеРп\ (4.9) 

і' (',,..., Сп — сталі інтегрування, що визначаються з початкових 
умов; /?,,.. . , рп — корені характеристичного рівняння, які визнача-
юіься параметрами ланок системи. 

Характеристичне рівняння має вигляд 
аоР" + а\Рп{ + ... + ап_{р + ап = 0. (4.10) 

Отже, можна зробити такі висновки. 
1. Стійкість лінійних САК не залежить від величини і вигляду 

ібуреиь. 
2. Стійкість лінійних систем визначається за коренями характе-

ристичного рівняння, які залежать від параметрів системи. 
Згідно з викладеним найзагальнішим методом аналізу стійкості є 

аналіз за коренями характеристичного рівняння. 

Аналіз стійкості за коренями характеристичного рів-
няння замкнутої системи. Розглянемо розв'язок рівняння вільного 
руху залежно від вигляду коренів характеристичного рівняння. 

1. Нехай усі корені дійсні та від'ємні: р{ < 0, . . . , рп < 0. У цьому 
ра (і кожна складова розв'язку рівняння вільного руху (4.9) /V,, 
N експонентою, яка при ґ —> оо прямує до нуля (рис. 4. 2, а). 
І Ігрехідний процес у цьому разі буде затухаючим, а система — стій-
кою. 

2. І Іехай усі корені дійсні та від'ємні, крім кореня рк > 0. Тоді всі 
і і іадові розв'язку хпер будуть затухаючими, крім 

Мк =Ске*' (4.11) 

її а визначає нестійкість системи в даному випадку (рис. 4.2, б). 
І Іехай усі корені характеристичного рівняння дійсні та від'єм-

ні, крім двох: 
рк = а + у(3; рк + 1 = а - у(3. 
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Сума складових розв'язку хпер, що відповідає сумі цих коренів, 
матиме вигляд 

+ Ск + Іе|а~уР)' =еа'(СкеЛІ' +Ск + Іе~^'). 

в 

Рис. 42 
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Замінивши показникову форму запису на тригонометричну, згід-
но з формулою Ейлера можна записати 

е ^ ' = соз(3/ + у 8іпрг; = созр/ - у зіпрґ; 
N = [Ск (соз(Зг + і 8іпР0 + Ск +! (созрг - у зіпРО = (4 ] 2 ) 

= [{Ск + Ск + 1 )созрґ + у(С„ - С, +1 )зіпр/] = 
= еаг (Л созрг + у'ЯзіпрО; 

N = еш О ьіпфї + ф), 

>с А С к + С к + 1 ; В = С к - С , + 1 ; / ) = Л Г + В Г ; Ф = А Г С 1 8 4 
в 

Співмножник £)зіп(рг + ф)є синусоїдою з амплітудою Д зсуну-
іою відносно початку координат на кут ф. У цьому разі характер 
іміпп складової N перехідного процесу хпер визначається знаком ве-
іичпни а у співмножнику еш складової N. 

'Гри графіки, які відповідають різним значенням а, зображено на 
1 

рис. 4.2, в. Так, при ос < 0 і / оо е ш = > 0, N —> 0 і система 
еш 

(>уде стійкою. 
І Іри а > 0 і ї —» оо N ооу хпер —> оо і система буде нестійкою. 
І Іри а = 0 N = /)8Іп(р/ + ф)є складовою, яка зумовить коливання 

н системі зі сталою амплітудою В. 
4. Якщо всі корені характеристичного рівняння замкнутої систе-

ми дійсні та від'ємні, а один із них рк = 0, то Л^ = Ск буде сталою ве-
інчиною (рис. 4.2, б). 

Для зображення поведінки САК залежно від вигляду коренів ха-
рактеристичного рівняння замкнутої системи часто використовують 
і омплексну площину коренів (рис. 4.3). 

І Іри цьому корені р{ (дійсний, додатний), р2, р3 (комплексні з до-
іаіпою дійсною частиною), які знаходяться у правій частині комп-
и і спої площини коренів, розділеній уявною віссю, відповідають не-

< мпкіи САК. Ці корені часто називають «правими коренями». 
Корені, які знаходяться зліва від уявної вертикальної осі (дійсні, 

ш м мні /;4, р5, комплексні з від'ємною дійсною частиною рв, р1 — 
пні корені»), відповідають стійкій САК. 

()тже, перехід коренів з лівої напівплощини в праву у разі зміни 
и'ікпх параметрів системи, що зумовлює зміну знака коренів, стійку 
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систему може зробити нестійкою. Згідно з цим вертикальну (уявну) 
вісь у комплексній площині конів називають межею стійкості. 

Відстань до уявної осі найменшого «лівого» кореня (за відсутнос-
ті «правих» коренів або коренів, які знаходяться на уявній осі) харак-
теризує запас стійкості с и с т е м и . 

Наявність нульового коре-
ня або пари чисто уявних 

Рг коренів р9, р10 зумовлює особ-
х ливий випадок поведінки сис-

теми — перебування її на межі 

Ре 
X 

УР 

Р 5 Р 4 

Рі 
X 

Р 9 

Рв 
-X ст ійкост і . 
р 1 а 

Рз 
Рю X 

При дослідженні рівняння 
першого наближення виникає 
принципове запитання: якою 
мірою результати, які можна 

рис ^ ^ дістати при цьому, відповіда-
:—— тимуть реальним нелінеаризо-

ваним системам? 
Висновки дослідження цього принципового питання, відомі як 

теореми Ляпунова, наведено нижче без доведень. 

Теорема 1 
Якщо всі корені характеристичного рівняння лінеаризованої систе-
ми є від 'ємними або комплексними з від 'ємною дійсною частиною, 
то збурений рух вихідної (нелінеаризованої) системи буде стійким 
незалежно від значення відкинутих при лінеаризації членів ряду 
Тейлора. 

Теорема 2 
Якщо серед коренів характеристичного рівняння лінеаризованої си-
стеми є додатні корені або комплексні корені з додатною дійсною 
частиною, то збурений рух вихідної системи буде нестійким неза-
лежно від значення відкинутих при лінеаризації членів ряду Тейлора. 

Теорема З 
Якщо серед коренів характеристичного рівняння лінеаризованої си-
стеми є нульові або чисто уявні, то для оцінки стійкості вихідної 
системи необхідно враховувати нелінійні складові ряду Тейлора, 
відкинуті при лінеаризації. 

Наведені теореми є теоретичною основою можливої оцінки стій-
кості реальних (вихідних) систем за допомогою лінеаризованих рів-
нянь. 
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( ного часу існували відомі складнощі щодо знаходження коренів 
алгебраїчних рівнянь високого порядку. Тому було розроблено мето-
пі, що дають змогу досліджувати стійкість САК без знаходження ко-
р т і в характеристичного рівняння. Ці методи дістали назву критеріїв 
стійкості. 

Зараз у зв'язку із поширенням комп'ютерів і застосуванням чис-
тіших прикладних програм труднощів у визначенні коренів практи-

чно не існує, проте критерії стійкості не втратили свого значення. 
Нони дають змогу не тільки визначити факт стійкості або нестійкос-
п їх широко застосовують для визначення запасу стійкості, ви-
рішення задач щодо підвищення якості систем та їх корекції, визна-
чення амплітуди і частоти автоколивань нелінійних систем тощо. 

Існують два основні види критеріїв стійкості: алгебричні та час-
іотні. 

4.4 
Алгебричні критерії стійкості 

До алгебричних критеріїв стійкості належать крите-
рії Рауса, Гурвіца, Вишнєградського, Льєна-

ра Шіпара, до частотних — критерій Михайлова та його наслідок 
(друге формулювання критерію), критерій Найквіста, метод О-роз-
(нптя, логарифмічні критерії. 

Алгебричні критерії дають змогу оцінювати стійкість за кое-
фіцієнтами характеристичного рівняння замкнутої системи. 

Як вказувалося раніше, характеристичне рівняння одноконтур-
іюї замкнутої системи 

Р(р)+0(р)= о. 
Після перемноження співмножників, які входять до складу опе-

,>агорів Р(р) = Рх (р)Р2(р)... РП(Р); <2(Р) = 0, Ші(/>)••• <2„(Р), та зведен-
ігі подібних членів характеристичне рівняння замкнутої системи ма-
мі ме вигляд 

а0р"+а{р"-1 + ... + ап_{р+ ап - 0 . ( 4 . 1 3 ) 

Аналіз перехідних характеристик типових ланок першого і друго-
ю порядків свідчить, що для рівняння першого і другого порядків 
необхідною і достатньою умовами є додатне значення коефіцієнтів, 
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що зумовлюється від'ємними знаками дійсних коренів або дійсних 
частин комплексних коренів. 

Для систем вищого порядку (п > 3), крім додатного знака кое-
фіцієнтів характеристичного рівняння замкнутої системи, необхідно, 
щоб виконувалися й інші умови згідно з відповідними критеріями. 

Критерій Рауса—Гурвіца. Англійський математик 
Е. Раус (1877 р.) і австрійський вчений А. Гурвіц (1895 р.) незалежно 
один від одного запропонували критерії, на основі яких стало мож-
ливим визначити умови стійкості лінійних САР, виходячи зі значень 
коефіцієнтів характеристичного рівняння. 

Е. Раус запропонував критерій у вигляді алгоритму, на основі 
якого можна скласти таблицю для оцінки стійкості системи. Крите-
рій А. Гурвіца було представлено визначниками, які формуються за 
відповідними правилами. Кінцеві результати (умови стійкості) в 
обох критеріях однакові. Тому в ТАК для них часто використовуєть-
ся одна загальна назва — критерій Рауса—Гурвіца. Проте, враховую-
чи більшу простоту формування визначників, які визначають умови 
стійкості, на практиці частіше користуються критерієм Гурвіца. 

Згідно з цим критерієм умови стійкості формулюються таким чи-
ном: 
І усі корені характеристичного рівняння а0рп + ... + ап _ ур + оп = 0 матимуть 
І 
| від'ємні дійсні частини (або будуть дійсними від'ємними), якщо при додатному 
І знаку всіх коефіцієнтів а0, ..., ап будуть додатними головний визначник Гурвіца 
І Дл > 0 і його діагональні мінори Ап _, > 0, . . . , Д2 > 0. 

Наведемо правило знаходження визначника Гурвіца. 
1. По головній діагоналі записують коефіцієнти характеристич-

ного рівняння від ах до ап. 
2. Місця зверху від діагоналі заповнюють коефіцієнтами з біль-

шим індексом, а знизу — з меншим. 
3. За відсутності відповідного коефіцієнта ставлять нуль. 
4. Діагональні мінори визначають із головного визначника Гур-

віца викреслюванням відповідних стовпців і рядків. 
Розглянемо конкретний приклад формулювання умов стійкості 

для системи п'ятого порядку. 

• Приклад 4.1. Знайти головний визначник Гурвіца і його діагональні 
мінори для замкнутої системи з характеристичним рівнянням 

£ / ( ) / / + <7, рА + #2/;3 + <73/У + а4р + сі5 = 0 . 
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Р о з в ' я з а н н я . Головний визначник Гурвіца має вигляд 

а діагональні мінори — 

я, #3 а5 0 
а0 а2 а4 0 

0 а, а3 а5 

0 а0 а2 а4 

я, Дз 0 0 
До а2 а4 0 0 
0 <*\ Дз 0 
0 а0 0 
0 0 а3 

"з 
д з = ао а2 а4 

0 а3 

(4.14) 

д2 = 

Умовами стійкості вданому випадку є: а0 > 0, я, > 0, . . . , а5 > 0 і Д5 > 0; 
Л4 > 0; Д3 > 0; Д2 > 0. 

У системі при п = 3 характеристичне рівняння замкнутої системи 
має вигляд 

а0р3 + ахр2 + а2р + д3 = 0, 
а головний визначник Гурвіца — 

а{ а3 0 

а0 а2 0 
0 а{ а3 

Розкриваючи його за елементами останнього стовпця, дістаємо 
я. Я* 

А3=а з ( - 1 ) ч 
а0 а: 

а3А2. 

Звідси можна зробити висновок: оскільки я3 > 0, то Д3 може бути 
(шіьше за нуль лише тоді, коли Д2 > 0. 

Отже, при п- 3 необхідною і достатньою умовою стійкості систе-
ми ( А2 > 0 (звичайно, при а{) > 0; ах > 0; а2 > 0; а3 > 0). 

І Іри п = 4 характеристичне рівняння замкнутої системи 
а0р* + аЛ р3 + а2р2 + а3р + а4 = 0, 

і визначники Гурвіца — 

Д 4 = 

<*і а 3 0 0 
а2 а4 0 

0 ах 0 
0 а0 а, 

а4Л3 ; 
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-а «сі 0"3 

0 я, 

• а3(сі1а2 -

0 

з 

а0а3) 

а 

а1а2а3 

а;аА 

а~а4 

а3 А2 а?аА 

а1а2 - а{)а3. 

З цього виразу випливає, що А3 > 0 можливе лише за умови 
А 2 > 0. Крім того, якщо А з > 0 і а4 > 0, то А4 обов'язково буде більше 
нуля. 

Отже, для системи четвертого порядку необхідною і достатньою 
умовою СТІЙКОСТІ системи Є А з > 0. 

Інакше кажучи, для системи з п = 4 достатньо визначити лише 
знак визначника А3. Якщо А3 > 0, то в цьому разі обов'язково вико-
нуватимуться необхідні за критерієм Гурвіца умови А2 > 0 і А4 >0. 

Критерій Гурвіца здебільшого використовується для систем з 
п < 4. При п > 4 обчислення стають дуже громіздкими. 

Критерій стійкості Льєнара—Шіпара. Цей критерій 
розроблено в 1914 р. і розраховано для систем з відносно великим 
степенем характеристичного рівняння (п > 5). Він по суті є варіацією 
критерію Гурвіца. Доведено, що за умови сі0 > 0, сі{ > 0,..., ап > 0 при 
додатному значенні всіх визначників Гурвіца з індексами 3, 5, ... бу-
дуть додатними також усі визначники з індексами 2, 4, 6, ... Отже, 
при А з >0, А 5 >0, ... визначники Д2, Д4, Д6, ... обов'язково будуть 
додатними. Тому при /7 = 5 необхідне виконання умов Д2 > 0, Д4 > 0, 
а при п= 6 — умов Д5 > 0, А3 > 0. 

Умовою знаходження системи на межі стійкості є рівність нулю 
відповідного визначника. 

Загальна методика дослідження впливу параметрів си-
стеми на її стійкість за допомогою критеріїв Гурвіца та Льєна-
ра—Шіпара. Дослідження впливу деякого параметра Тх на стійкість 
системи можна проводити в такій послідовності. 

1. Згідно з викладеним, відповідно до степеня характеристичного 
рівняння прийняти умови: 

при п = З А 2 > 0; при // = 4 Д3 > 0; при /7 = 5 
/2=6 Д5 > 0, Д3 > 0. 

Д4 > 0, Д2 > 0; при 

1 8 4 



4.4. Алгебричні критері'і стійкості 

2 Встановити функціональну залежність відповідного визначни-
І і аію визначників (згідно з п. 1) і параметра Тх: 

І Іаприклад, при п = 5 такими залежностями мають бути: 

] умов Дл. = /(Тх) = 0 визначити критичні значення Тх (значен-
ії і І \ , за яких система знаходиться на межі стійкості), а також зони, в 
чі,п\ /\ відповідає стійкому або нестійкому стану системи. 

4. У зоні «стійких значень» Тх встановити необхідний запас стій-
і ос гі за параметром Тх і виділити зону рекомендованих значень цьо-
ю параметра. 

Знайдені значення параметра Тх за умовами стійкості надалі тре-
па узгоджувати з вимогами якості перехідного процесу. Якщо пара-
ми ір /\ входить до складу коефіцієнта ап характеристичного рівнян-
им і визначає статичну точність системи, то вимоги стійкості й якості 
мають узгоджуватися з вимогами статичної точності. 

Для ілюстрації викладеної методики розглянемо рис. 4.4. Деяку 
11 іежність А3 = /(Тх), що відповідає системі четвертого порядку, 
умовою стійкості якої є А3 > 0, зображено на рис. 4.4, а. Критичні 
міачепня параметрів Тх] і Тх2 відповідають А3 = 0, і рекомендоване 
иіачення параметра Тх має перебувати в межах Тх1—Тх2. 

Випадок, що відповідає системі п'ятого порядку (п = 5), наведено 
па рис. 4.4, б. У цьому разі умовою стійкості є А2 > 0, А4 > 0. Тому 
иї ї из виконується із врахуванням взаємного розміщення кривих 
Л /(Тх)і А4 = /(Тх). У цьому випадку параметр Тх має знаходитися 
н межах Тх2—Тх3, де Тх2 і Тх3 — критичні значення параметра Тх. 

А Х=/(ТХ). 

/ с / ; ) І А2 = /(Тх). 

А 
А2 = Ґ(Тх) 

0 

\ \ 

о б 
Рис. 4.4 
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Критерій ВииінєградсьИого. Цей критерій розроблено в 
1877 р. для систем автоматичного керування парових машин, які ма-
ли третій порядок рівнянь динаміки, чим обмежується область його 
використання. І. О. Вишнєградський звів характеристичне рівняння 

а0р2 + ахр2 + а2р + а3 = 0, 

яке має чотири коефіцієнти, до рівняння з двома коефіцієнтами X, У, 
які дістали назву параметрів Вишнєградського. Для цього вихідне ха-
рактеристичне рівняння спочатку було зведено до вигляду 

р3 + С | р2 +С2р+С3 0, (4.15) 
а, де С, = —; С2 
:/0 «о ио 

і для нього знайдено умови стійкості 

, г -'І > 2 ~ > ^3 ~ 
а а Оп дп 

С3 > 0. (4.16) 

Параметри Хі У було запропоновано у вигляді 

X у _ С 2 (4.17) 

звідки знайдено 
с , = х ^ - с2 = УіЩ. 

Після підстановки значень С, і С2 у вираз (4.16) дістанемо 

Х ^ У І І С Ї - с 3 > о, 
або 

або 
ХГ - 1 > 0, 

XV > 1. (4.18) 

Останній вираз і є умовою стій-
кості (критерієм) Вишнєградського. 
Рівняння межі стійкості в площині 
параметрів X, У має вигляд гіпербо-
ли (рис. 4.5): 

ХУ = 1, (4.19) 

Рис. 4.5. я к у н а з и в а ю т ь гіперболою Вишнє-
градського. 

186 



4.4. Алгебричні критерії стійкості 

І Іраворуч від кривої міститься зона стійкості ХУ > 1, а ліворуч — 
и II і.і нестійких режимів ХУ < 1. 

11-і основі наведених формул можна дістати залежності між інши-
ми параметрами, що входять до складу коефіцієнтів а0,... ,а3, і, отже, 
м нениному вигляді — в рівняння (4.18), (4.19). При цьому залежності 
п і іншими параметрами, як правило, відрізняються від гіперболіч-

п о і о закону. 

Приклад дослідження стійкості конкретних систем за 
ииппмогою алгебричних критеріїв стійкості. Дослідження проведемо 
ПІЯ конкретної системи стабілізації напруги генератора постійного 

« іруму, рівняння якої було знайдено в гл. З, а принципову і струк-
іурпу схеми зображено на рис. 3.28 і 3.29. 

Характеристичне рівняння системи стабілізації 

ТгТлР3 +(ТГ +Тй)р2 + р + кр = 0, (4 .20) 

и' коефіцієнт передачі (підсилення) розімкнутої системи 

кр = кгкшкКекК, 

А, А'ем, кКе = 1/сд, кк — коефіцієнти відповідно передачі генерато-
рі електромагніту, демпфера, резистора; сд — стала демпфера, яка 
і а лежить від характеристик масла і конфігурації поршня самого 
іемпфера (наприклад, від числа отворів у ньому та їхніх розмірів); 

/-з//?з — стала часу генератора постійного струму; Ь3, К3 — 
іп/іуктивність і активний опір обмотки збудження генератора; 
/ т/сд — стала часу масляного демпфера; т — приведена маса ру-
чомпх елементів системи якоря електромагніту, поршня демпфера, 
пружини, повзунка реостата. 

Розглянемо методику дослідження основних питань стійкості за 
іопомогою різних критеріїв стійкості для конкретних значень пара-

метрів. 

и Приклад 4.2. Нехай Тх = 0,01 с; ТЛ = 0,03 с; кр = 300. Треба дослідити 
стійкість системи. 

Р о з в ' я з а н н я . За рівнянням ( 4 . 2 0 ) сформуємо головний визнач-
ник Гурвіца в загальному вигляді: 

т, + кр о 

ТГТЛ 1 о 

о т: + т к 
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Для системи третього порядку, крім додатного знака коефіцієнтів, 
як зазначалося раніше, умовою стійкості є Д2 > 0. Тому в даному разі 
умову стійкості можна записати так: 

Тг + Тп кп 
~ ( 4 . 2 1 ) 

Т.Т 1 
= тг + т •ТгТакр >0. 

Підставивши числові значення параметрів, дістанемо 

Д 2 = 0 , 0 1 + 0 , 0 3 - 0 , 0 1 • 0 , 0 3 • 3 0 0 = 0 , 0 4 - 0 , 0 9 = - 0 , 0 5 < 0, 

що вказує на нестійкість системи. 

Аналізуючи умову стійкості Д2 > 0, бачимо, що в теоретичному 
плані стійкість даної системи можна досягти за рахунок: 

• зменшення сталих часу Тг, ТА або однієї з них (тут треба врахо-
вувати, що добуток цих параметрів зменшуватиметься більшою 
мірою, ніж їхня сума); 

• зменшення коефіцієнта передачі розімкнутої системи шляхом 
зменшення будь-якого коефіцієнта (або коефіцієнтів) переда-
чі, що входять до складу /ср як співмножники; 

• одночасної зміни в потрібному напрямку сталих часу і кое-
фіцієнтів передачі. 

Вибираючи варіант настроювання системи, насамперед слід вра-
ховувати ефективність і технічну зручність вибору і зміни регулюю-
чого параметра системи. З принципової схеми САК і знайдених ра-
ніше рівнянь ланок випливає, що з технічної і теоретичної точок зо-
ру в даному разі найзручнішим буде зменшення коефіцієнта 
підсилення (передачі) розімкнутої системи і сталої часу демпфера за 
рахунок збільшення величини сд . Так, зменшуючи кількість діючих 
(«активних») отворів у площині поршня демпфера, можна збільшити 
величину сд і зменшити сталу демпфера Тп = т/сІХ. У разі збільшення 
сд в потрібному напрямку змінюватиметься (зменшуватиметься) та-
кож і коефіцієнт підсилення відповідної ланки /сд = 1/сд, а також ве-
личина коефіцієнта підсилення розімкнутої системи кр. 

Нехай параметр сд збільшимо втричі. Знайдемо нові значення 
відповідних параметрів системи 

= = Та /3 = 0,03/3 = 0,01с; 
З С Д 

к'р = к р /3 = 300/3 = 100; Т, = 0,01 с. 
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І Іри ньому 

А 2 = тГ + г; - тГт;к; = о,о і + о,о і - о,о і • о,о і • іоо = 

= 0 , 0 2 - 0,01 = 0,01 >0. 

< ік гема в даному разі є стійкою. 
1 1 Приклад 4.3. Знайти критичне значення параметра /ср, якщо поклас-

ш Ту = Тй = 0,01 с = сопзі. 
Р о з в ' я з а н н я . Критичне значення параметра можна дістати за 
умови, що система перебуває на межі стійкості Д2 = 0. 
І Іри цьому 

(* > = = М і ± М ! = 200. 

ТтТа 0,01-0,01 

І Іри кр > 200 система стає нестійкою. 
Цей результат підтверджує сформульоване раніше положення 

про протилежність вимог динаміки та статики. 
Дійсно, чим більше коефіцієнт підсилення наближатиметься до 

« пою критичного значення, тим менший запас стійкості (зСІ )за да-
ним параметром матиме система: 

Зет - ( ^ р )кр ~ ^ р -

Гак, при ТГ = Гд = соп8( і кр = 100 запас стійкості за параметром 
є гановить 

зст = 2 0 0 - 100 = 100. 

Водночас статична помилка системи 

А, 
1 + кр 

опишіться майже втричі. 

Приклад аналізу стійкості за допомогою критерію 
Пишнєградського. Визначимо, виходячи із умов знаходження системи 
на межі стійкості, критичне значення параметра/ср для САК напруги 
імператора, розглянутої раніше. 

Дня знаходження параметрів Вишнєградського визначимо кое-
фнік і її її С,, С2 , С3: 
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Т + Т 1 
Т1 Т Т1 гг* 1 ГІд і ГІд 

з т т 

Умова знаходження САК на межі стійкості така: ХУ = 1. Врахову-
ючи, що х = С,Д/С7, а у = С 2 Д / с Г , ця умова матиме вигляд 

т + т г ^ д 
тт тт І Д 

/с„ 
тт, г л д у V ТТ V 1 г 7 д у 

Ті-+7; 

ТОР 
1, 

ЗВІДКИ 

(/с ) = ^ + Тц 
У р /кр ^ гр 

відповідає критичному значенню цього параметра, знайденому ра-
ніше за допомогою критерію Гурвіца. 

4.5 
Частотні критерії стійкості. 
Критерій Михайло в а 

Критерій Михайлова, запропонований в 1938 р., є 
досить зручним для аналізу лінійних систем, 

особливо високого порядку (/7 > 5) . 
Оцінка стійкості системи за даним критерієм виконується на ос-

нові характеристики (годографа) Михайлова, яка будується таким 
чином. 

1. У характеристичному рівнянні замкнутої системи 

а0рп + ах р"~ 1 +... + ап_{р+ап = Цр) 

виконують підстановку р- уш, де у = V-!, після чого вираз годографа 
Михайлова дістають у вигляді 

Душ) = а0 (уш)" + а, (усо)""1 + ... + , (уш) + а„. (4.22) 

2. У виразі Душ) виділяють дві частини — дійсну А(о) і уявну В(со). 
У цьому разі годогра(|) Михайлова набуває вигляду 

Душ) = Л(ш) + уДш), (4.23) 
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4.5. Частотні критері' і стійкості. 
Критерій Михайлова 

/і(ш) = ап - ап_2и>2 +ап_4со4 -ап_6ш6 + ...; 

В(ш) = ап_3со3 + ап_5ш5 - . . . 

Задаючи значення оо в ме-
ач від Одо+оо, на комплексній 

площині в координатах Л(ш), 
К{<•>) будують годограф Михай-
іоиа, радіус-вектор Душ) якого 
111 > 11 іміні ш від 0 до +°о оберта-
« і і.і ч проти годинникової 
І ірілки (рис. 4.6). 

О ц і н к а с т і й кост і системи 
1111 н і і юсться за виглядом і роз-
мін ієн н и м криво ї Душ) в і дносно 
і .валрантів п л о щ и н и Д ш ) — 5 ( ш ) . 

Критерій стійкості Михай-
нчіа (формулюється таким чи-
ном: 

для ( іійкості замкнутої системи необхідно і достатньо, щоб радіус-вектор годо-
і рлфа Михайлова при зміні частоти від 0 до + почавши обертання з точки, яка 

І лгжить на дійсній осі праворуч від нуля, обертаючись проти годинникової стрілки 
і ніде не перетворюючись на нуль, пройшов послідовно п квадрантів комплексної 

я 
площини, повернувшись на кут — п. 

Приклади годографів Михайлова стійких і нестійких систем по-
і а іано відповідно на рис. 4.7, а і б. 

Характеристики на рис. 4.7, а відповідають системам з різними 
і ичіенями п характеристичного рівняння. На рис. 4.7, бкриві 7, Зі 4 
< характеристиками нестійких систем. Крива 2 — 2' відповідає не-
• 1111 к і і і системі, оскільки не витримується принцип послідовності 
опчоду квадрантів комплексної площини, а крива 2 — 2"' — стійкій 
« неіемі при п = 4. 

Умовою знаходження системи на межі стійкості є проходження 
юлографа Михайлова через початок координат комплексної гіло-
ЩІПІП. 

Запас стійкості системи може характеризувати відстань від точки 
перетину годографом Михайлова дійсної осі до початку координат у 
ра и єіііікої системи (відстань 0' — 0 на рис. 4.7, б). 
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Рис. 4.7 

Аруге формулювання (наслідок) критерію Михайлова. 
Перевага цього методу дослідження стійкості порівняно з основним 
формулюванням полягає в тому, що дає змогу визначити стійкість 
системи за взаємним розміщенням дійсної Доз) і уявної 5(со) складо-
вих без побудови самого годографа Михайлова. Крім того, друге 
формулювання критерію Михайлова є зручнішим для знаходження 
запасу стійкості за деяким параметром. 

Розглянемо особливості взаємного розміщення дійсної й уявної 
складових Дсо)і £(со)для стійкої (рис. 4.8, а) і двох нестійких (рис. 4.8, 
б, в) систем. 

Характерною рисою стійких систем і їхня відмінність від нестій-
ких є переміжний характер розміщення точок перетину осі со дійс-
ною Дсо)і уявною 5(со) складовими годографа Михайлова. Переміж-
ний характер перетину характеристиками Дсо)і £(со)осі со на рис 4.8, 
б, в відсутній. 

Як зазначалося раніше, при знаходженні системи на межі стійко-
сті годограф Михайлова проходить через початок координат. У цьо-
му разі розміщення А(оо) і #(со) відповідає кривим V і 1" на рис 4.8, г, 
які перетинаються в одній точці со2 на осі со. 

Якщо система стійка, то вигляд годографа Михайлова відповідає 
кривій 2 і кривим /' та /" на рис 4.8, г. У цьому разі запас стійкості 
характеризує відстані між точками со2 і со2 на осі со. 
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Критичне значення певного параметра системи можна знайти з 
умови перетину характеристик Л(со) і £(со) в одній точці на осі со. 

Частоту, за якої характеристики А(со) і В(со) перетинаються на осі 
со, н а з и в а ю т ь критичною частотою. 

Рис. 4.9 

Згідно з викладеним наслідок критерію Михайлова можна сфор-
мулювати таким чином: 
| для стійкості замкнутої системи корені поліномів дійсної >4(со) і уявної £(со) частот-
1 них складових годографа Михайлова мають бути дійсними (мати точки перетину з 
І віссю со) і переміжними. 

Приклад аналізи стійкості за допомогою критерію Ми-
хайлова. Визначимо стійкість розглянутої раніше САР стабілізації на-
пруги генератора постійного струму. 

Нехай значення параметрів системи такі: Тг = 0,01 с; Гд = 0,02 с; 
/<р = 250. Використаємо основне формулювання критерію Михай-
лова. 

Після підстановки р= усов характеристичне рівняння 

тгту + (Тг + ТЛ)р2 +р + кр = 0, (4.24) 

дістанемо вираз годографа Михайлова для даної системи: 

Щш) = Т,Тлиш)3 + (Гг + Та ) ( » 2 + уш + кр = 

= А(ш) + (4.25) 
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4.5. Частотні критері ' і стійкості. 
Критерій Михайлова 

Дійсна і уявна складові після підстановки числових значень па-
раметрів матимуть вигляд 

А(со) = 250 - (0,01 + 0,02)со2 = 250 - 0,03со2; 

В(со) = со - 0,01 • 0,02 • со3 = со (1 - 0,0002со2). 

Для скорочення розрахунків під час побудови характеристики 
/(/(о) потрібно знайти точки перетину годографом Михайлова осей 
і оординат. 

Координату точки перетину дійсної осі характеристикою Душ) 
та ходимо з умови В( со) = 0. 

Обчислимо частоти відповідних точок: 

В(со) = со (1 - 0,0002со2) = 0; 

со, = 0; со2, со3 = ± — 1 — = ±75000 - ±70. 1 2 3 Д/ 0,0002 

Розглядатимемо лише частоти со> 0. При со, = 0 А(0)= 250, при со2 = 
і 70 /1(70) = 250 - 0,03 • 702 - 100. 

Знайдемо координати точок перетину годографа Михайлова з 
вертикальною віссю з умови Л(ш) = 0. При цьому 

. Г250 +01 С0о4 = ± І - — = ±91. 3'4 V 0,03 

М 'ія розрахунків беремо со3 = +91. 
Ордината точки перетину Дш)з вертикальною віссю 

5(00)3 = 91(1 - 0,0002 • 912) = 91(1 - 1,66)= -31. 

Результати розрахунків наведено в табл. 4.1. 
Годограф Михайлова, побудований за цими даними, відповідає 

нестійкій системі (рис 4.9, а). 
Аналогічні дослідження виконаємо для значень параметрів: 

Гг =Тй = 0,01с; кр = 125. 

'{робимо розрахунки: 

А(со)= 125 - (0,01 + 0,01)ю2 = 125 - 0,02со2; 

В(ш) = со(1 - 0,01 • 0,01ш2) = со (1 - 0,0001 • со2). 

Результати обчислень наведено в табл. 4.2. 
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Таблиця 4.1 

Частота Складові годографа Михайлова 

со А( со) В( со) 

0 250 0 

10 247 9,8 

70 100 0 

91 0 31 

оо — оо — оо 

Характеристика, що відповідає стійкій системі, показана на 
рис. 4.9, б. 

Виконаємо дослідження стійкості, використовуючи наслідок 
критерія Михайлова. 

Нехай значення параметрів такі: Тг = 0,01 с; Гд = 0,02 с; кр = 250. 
Побудовані за даними табл. 4.1 характеристики Л(со), 5(со) показа-

но на рис. 4.11, а. Корені виразів А(со), В(оо)є дійсними, але принцип 
перемежування коренів не виконується, що відповідає нестійкій сис-
темі. 

Характеристики, знайдені при значеннях параметрів Тг = 0,01 с; 
Гд = 0,01 с; кр = 125 і побудовані згідно з даними табл. 4.2, які відпо-
відають стійкій системі, показано на рис. 4.10, б. 

а б 

Рис. 4.10 
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4.5. Частотні критері'і стійкості. 
Критерій Михайлова 

{найдемо критичні значення коефіцієнта підсилення розімкнутої 
мегоми (кр)кр і запас стійкості при значеннях параметрів Тг = Тй = 
0,01 с. 

Врахувавши вигляд частотних характеристик, запишемо складову 
п< ннрафа Михайлова 

Л(а>) = *р ~(ТГ + Гд)ш2. 

І Іараметр кр входить до виразу А(со). Тому його критичне значен-
им можна визначити з умови Дсокр) = 0. З урахуванням числових зна-
мень сталих часу дістаємо 

(£ р ) к р -0 ,02 -со 2
к р =0 . 

Критичне значення частоти знайдемо з умови й(сок р)- 0, звідки 
І У, / > 2

Р = 0 або 

кр ш„п = ± І = 100. 
'0,01 0,01 

Дня розрахунків беремо сокр = +100. 
Таблиця 4.2 

Частота Складові годографа Михайлова 

со А ( І о ) В ( СО) 

0 125 0 

80 0 28,8 

100 -75 0 

оо — оо — оо 

І Іри даному значенні частоти обидві складові Дсо) і В(со) перети-
на і ймуться в одній точці на осі со (рис. 4.10, б, штрихова лінія), тому 

(/ср)кр = 0,02-1 ОО2 = 200. 

І Іри к = 125, яке було прийняте у зроблених раніше розрахунках 
і виповідало стійкому стану системи, знайдемо запас стійкості сис-
і еми: 

Зст = ( * „ ) „ , - * , = 2 0 0 - 125 = 75. 
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4.6 
йослідЖення стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

При розробці САР важливо встановити вплив 
окремих параметрів (або параметра) на стійкість 

системи за фіксованих значень інших параметрів. При цьому необ-
хідно встановити зони параметрів, у яких їхня зміна не призводить 
до нестійкої роботи системи. 

Дане завдання можна вирішити за допомогою розглянутих вище 
критеріїв стійкості, але зі зростанням порядку системи рівнянь роз-
рахунки різко ускладнюються. 

Ю.Д. Соколов і Ю.І. Неймарк запропонували метод, який дає 
змогу знайти зазначену вище зону в площині одного або двох пара-
метрів. Основу методу становить дослідження полінома О(р), який 
відображує характеристичне рівняння замкнутої системи, зведене до 
вигляду, коли коефіцієнт сі() у характеристичному рівнянні дорівнює 
одиниці: 

Щр) = Р" + О , р"-1 + а2р"-2 + ... + а„_ іР+аИ = 0 . ( 4 . 2 6 ) 

Можна уявити деяке я-мірне середовище, по координатних осях 
якого розміщуються коефіцієнти характеристичного рівняння (або 
параметрів ланок системи). У цьому разі середовище називають сере-
довищем коефіцієнтів (параметрів). Кожній точці такого середовища 
відповідає певне значення всіх п коефіцієнтів (параметрів), які ви-
значають п коренів характеристичного рівняння. 

При деякому значенні коефіцієнтів система може бути на межі 
стійкості (якщо корені нульові або чисто уявні). Тому відповідна точ-
ка в просторі параметрів у цьому разі має задовольняти рівняння 

Душ) = (уш)" + ах (уш)"-1 + ... + 1 (уш) + ап = 0. 

Якщо змінювати параметри системи, то корені змінюватимуться 
і переміщуватимуться на комплексній площині коренів і за деяких 
значень параметрів (коефіцієнтів характеристичного рівняння) мо-
жуть переміститися з лівої частини площини коренів у праву, що 
призведе до нестійкої роботи системи, або, навпаки, переміститися з 
правої напівплощини коренів у ліву, в результаті чого нестійка сис-
тема стане стійкою. 
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Л. 6. Дослідження стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

< )гже, переміщення коренів зумовлено рухом відповідних точок в 
п вимірному просторі параметрів (коефіцієнтів). 

Для практичних цілей важливо встановити зони значень параме-
ірів, які відповідають положенню коренів на межі стійкості, і зони 
иі ачень параметрів, що відповідають стійким системам. Поділ прос-
т р у коефіцієнтів (параметрів) на відповідні зони і є основною ме-
ти» методу /)-розбиття. 

Гак, нехай параметри, які нас цікавлять, входять до складу де-
іі и\ коефіцієнтів рівняння. Якщо змінювати один з параметрів Тх, 
і о імішоватимуться всі коефіцієнти, які є функціями цього парамет-
ра Годі кожному новому значенню Тх відповідатиме п нових коренів 
по ипома О(р) = 0, положення яких у комплексній площині коренів 
ьімежить від числових значень параметра Тх і, як результат, — зна-
чень відповідних коефіцієнтів. 

й-розбиття за одним параметром. Розглянемо мето-
іику побудови зони стійкості в площині комплексного параметра Тх. 

1. Вихідне характеристичне рівняння Д р ) = 0 представимо у ви-
і мчді Х(р)+ТхУ(р) = 0. 

, . ^ Х(р) 2. Знаходимо величину досліджуваного параметра Тх = ~ у ^ у 

Знаходимо комплексний вираз параметра Тх, використовуючи 
н і ас гановку р = уш, і виділяємо його дійсну А(ю) і уявну Дш) складові: 

Тх = Л(ш) + уДш); 

/, с гановить деяку криву в комплексній площині, яка відповідає уяв-
ним кореням характеристичного рівняння і є сукупністю параметрів 
/ іа яких система перебуває на межі стійкості. Така характеристика 
на ні мається межею стійкості в площині параметра В, або кривою 
/> (набиття. 

4. Н комплексній площині параметра И за правилом штриховки 
І Г іімарка знаходимо зону стійкості. 

Правило штриховки формулюють так: якщо рухатись по межі 
П ро ібиття від значень ш= - ° о до значень ш= +«>, то зона стійкості 
рошіаи/овуватиметься зліва від межі стійкості Це а н а л о г і ч н о т о м у , 
цю в разі руху в комплексній площині коренів характеристичного 
рівняння уздовж вертикальної (уявної) осі, яка є межею стійкості в 
и іоїцппі коренів, від -оо до +оо? зона стійкості знаходитиметься зліва 
їй і пер шкальної осі. 

199 



Глава 4 СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

5. Задаючи запас стійкості в зоні, обмеженій кривою £>-розбиття, 
виділимо на дійсній (горизонтальній) осі (бо параметр ТХ є дійсною, 
фізично реальною величиною) необхідний робочий діапазон значень 
параметра ТХ, який може бути рекомендовано при проектуванні і на-
строюванні відповідної системи. 

• П р и к л а д 4.4. Дослідити стійкість САР генератора постійного струму з 
характеристичним рівнянням 

за методом /)-розбиття відносно коефіцієнта підсилення розімкнутої 
системи при Та = Тг = 0,01 с. 

Р о з в ' я з а н н я . Для розв'язання поставленої задачі побудуємо ме-
жу стійкості в комплексній площині параметра /с. 

Із характеристичного рівняння знаходимо 

Задаючи значення со від +°о до -оо, побудуємо криву /)-розбиття. 
Практично для цього слід знайти характерні точки, як і відповідають 
переходам кривої /)-розбиття через дійсну й уявну осі комплексної 
площини. 

З формули для У4(СО) видно, що Л(со) може дорівнювати нулю 
лише при со = 0. Інших точок перетину кривої /)-розбиття з верти-
кальною віссю немає. Із виразу #(со)можна знайти значення со, при 
якому £(со) = 0, що відповідає переходу кривої /)-розбиття через 
горизонтальну вісь. Відповідні значення со знайдемо із виразу 
В{со) = со(0,0001 • со2 - 1) = 0, звідки 

Жц(Ю)= 0,02- 1002 = 200. 
Знайдемо також відповідні точки при 0 < ш < 100 і |со|> ±100. Ре-

зультати розрахунків для Л(со) і В(со) наведено в табл. 4.3. 

тхУ + (тг + тл)р2 + р+к = о 

к = -[ТтТлр> + (Тг + + р]. 

Виконуючи підстановку р = усо, дістаємо 

к=-[-Гг7>3 - ( Т г 4- Тл)(о2 + усо] = Дсо) + уДсо), 

де 

А(и) = (Тг + Та)(о2 = 0,02со2; 

В(со) = Г г 7 > 3 - со = 0,000Ісо3 - со. 
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Л. 6. Дослідження стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

Таблица 4.3 

Частота Складові параметра /с 

0) Ж СО) В( со) 

0 0 0 

100 200 0 

-100 200 0 

10 2 -9 ,9 

-10 2 9,9 

120 288 52,8 

-120 288 -52,8 

+ оо + оо оо 

— оо + оо — оо 

Характеристику /)-розбиття, побудовану за даними табл. 4.3, пока-
шпо на рис. 4. 11. 
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Визначена за правилом штриховки зона стійкості знаходиться 
зліва від кривої /^-розбиття. Виконані розрахунки дають змогу встано-
вити критичні значення параметра: ккр = 200. З урахуванням деякого 
запасу стійкості 3 можна виділити зону рекомендованих значень кое-
фіцієнта підсилення розімкнутої системи. 

Значення к вибирають з точок, які лежать на дійсній осі /4(оо), тому 
що усі інші точки відповідають комплексним величинам, а коефіцієнт 
к є реальною (дійсною) фізичною величиною. 

Побудова меЖі стійкості в площині двох параметрів 
(й-розбиття за двома параметрами). У цьому випадку розв'язується 
задача аналізу впливу на стійкість системи деяких двох параметрів Тх 
і Ту. Вважатимемо, що ці параметри входять у характеристичне рів-
няння лінійно (відсутній добуток ТхТу). Особливістю методу розбит-
тя за двома параметрами є те, що простір двох параметрів — це дійс-
на площина Тг — Т. л у 

Вважатимемо, що характеристичне рівняння за необхідності до-
слідження впливу параметрів Тх і Ту у загальному випадку матиме ви-
гляд 

О(р,Тх,Ту)=0. (4.27) 

Підставляючи р= уші виділяючи дійсну й уявну частини, дістанемо 

/)(уш, Тх9Ту) = Л(ш) + у"Я(ш) = 0. 

У цьому виразі Л(ш) і £(ш) залежать не тільки від ш, а й від пара-
метрів Тх і Ту. Для лінійних залежностей маємо 

Д ш ) = ТХР{ (ш) + Ту<2{ (ш) + Л, (ш); 

Б(ш) -ТХР2 (ш) + Ту()2 (ш) + Л2(со). (4.28) 

Для деякого значення ш=с% із рівняння (4. 28) можна знайти 
значення Тхк і Тук, за яких А(со) = 0 і 5(ш) = 0. 

При цьому ус% буде коренем рівняння 0(р)= 0. 
У цьому разі деяка точка М{Тхк, Тук )у площині Тх — Ту лежить на 

межі, яка поділяє площину Тх — Ту на зони стійкості та нестійкості за 
параметрами Тх, Ту. Як відомо, зоні стійкості відповідають «ліві» ко-
рені в площині коренів характеристичного рівняння 0(р)= 0, а зоні 
нестійкості — «праві». 

Розв'яжемо систему рівнянь (4.28) відносно Тх і Ту. Запишемо го-
ловний детермінант системи 
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Л. 6. Дослідження стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

А = 
/>,((О) <2, (со) 
Р2(со)Є2(со) 

= Р \ ( ї й ) б 2 ( с о ) - Р 2 ( с о ) 0 , ( с о ) 

і 'і.и іконі детермінанти Ах і 

- /?, (СО) 0 , (со) 

= 

- Л2(со)0 2((0) 

/>,(0))- і?! (со) 
Р2(со)- Л2(со) 

= Л2(со)<3, (со) - Л, (со)02(со); 

= Р:2 (со) 7?! (со) - Р,(со)Д2(со), 

ЖИ ки Гл = —; Т - —. Величини Р2(со), (22(ш)' входять до уяв-
А А 

мої складової 5(со)і є непарними функціями со. Детермінанти А, Ах, 
Л ( іакож непарні функції со, тоді як величини Тх і Ту будуть парними 
функціями со. 

Задаючи значення со в межах від -оо до +оо5 будуємо в площині 
/ /\ деяку криву, яка є межею В-розбиття в площині параметрів 
/ Іу (рис. 4.12, а). При побудові кривої /)-розбиття і дослідженні 
< пйкості заданим методом можливі т р и о с н о в н і в и п а д к и . 

І. Для частоти со̂  всі три детермінанти А, Дх , А^ не дорівнюють 
11V а ю. При цьому вирази Тх і Ту в площині параметрів Тх—Ту є пря-
мими, що перетинаються (рис. 4.12, б). 

/ Л Л . 
V А 

/ 

2. Якщо при со= щ, А = 0, Ал. Ф 0, Ау Ф 0, то вирази Тх - /| 

/ д / \ 

д) 
Ту. В цьому разі вони є паралельними пря-

/ не мають спільних розв язків і відповідно спільних точок 

перегину в площині Тх 
ми ми (рис. 4.12, в). 

І Іри со = щ всі три детермінанти А, Ах , А^ дорівнюють нулю, 
іін> відповідає невизначеності функцій Тх і Ту. При цьому одне із рів-
нині, системи (4.28) випливає з іншого, відрізняючись від нього на 
вчікпіі сталий співмножник. Прямі в площині Тх — Ту зливаються 

пана з одною (рис. 4.12, г) і при со= щ є деякою особливою прямою, 
рівняння якої 

т х Р \ ( щ ) + т у 0 \ ( щ ) + Р і і щ ) - 0-
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Глава 4 СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

С0А 

± оо 

О-розбиття 

в 

Рис. 4.12 

Такі прямі дістають при 0 і ш = оо. При цьому хоча б один із 
параметрів Тх і Ту має входити до складу коефіцієнта а0 при найбіль-
шому степені похідної або до складу вільного члена рівняння ап. 
Особливу пряму можна дістати при со = 0, прирівнюючи нулю кое-
фіцієнт а0, або при со= оо? прирівнюючи нулю коефіцієнт ап. 

Якшо коефіцієнти ап і а() не залежать від Тх і Ту, то особливих 
прямих не буде. Особливих прямих може бути декілька, і всі їх треба 
знайти. 

Отже, для знаходження особливих прямих потрібно: 
• прирівняти нулю коефіцієнти а() і ап характеристичного рів-

няння, якщо вони залежать від параметрів Тх і Ту\ 
• визначити значення со, за яких одночасно дорівнюють нулю 

обидва детермінанти А і АХ, або А і А^, і знайдені значення со 
підставити в рівняння (4.28). 

Якщо після даної підстановки дістанемо вираз, що дорівнює ну-
лю, то цей випадок можна не розглядати, бо особлива пряма прохо-
дить у нескінченності. 
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Л. 6. Дослідження стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

'І їй виділення зон стійкості наведемо без доведення такі 
м і»,і в п її а ш т р и х о в к и . 

І / ІКІЦО переміщуватись ПО кривій / ) - р О З б и Т Т Я ВІД ТОЧОК С0 = - оо 

н, і очок (0 — +оо при Д > 0, то штриховку слід робити зліва від кривої, 
і нрп А • 0 — справа. (Знак А змінюється при переході через особли-
п пряму в нескінченності, а також через нуль). 

2. Крива /)-розбиття при зміні со від -оо до +оо штрихується двічі: 
" інн раз при зміні со від - оо до 0, а другий — від 0 до +оо Оскільки в 
"ію\ випадках крива штрихується зліва по ходу зміни со, то вона має 
Но'ІВІІПіу штриховку з одного боку — одну при прямому ході, а ін-

при оберненому, бо при переході со через нуль детермінант А 
ІМІІІЮЄ свій знак. 

* IIIтриховка особливих прямих здійснюється за такими прави-
лами 

ми що особлива пряма і крива О-розбиття зближуються асимптотично, то штри-
1 мжа особливої прямої одинарна і спрямована до заштрихованого боку кривої 

/ ' І») ібиття (рис. 4.13, о); 

І ин що особлива пряма має спільну точку з кривою О-розбиття, але не перетинає її, 
и, пмриховка особливої прямої одинарна і поблизу спільної точки спрямована до 

! «.штрихованого боку кривої О-розбиття; в точках перетину з кривою О-розбиття 
пмриховка особливої прямої не змінюється, бо не змінюється знак визначника А 

І у цих ючках (рис. 4.13, б); 

•їмщо особлива пряма відповідає випадку А(со/с) = А-Дсо )̂ = Ау(соА) = 0 ' в точці 
причину її з кривою О-розбиття визначник А змінює знак, то штриховка особли-
іч н прямої подвійна і спрямована до заштрихованого боку кривої О-розбиття 

I (рм« 4.13, в); якщо особлива пряма перетинає криву О-розбиття, але знак ви-
їм.ічника А в точці перетину не змінюється, то особлива пряма не штрихується і 
м » ро «поділ коренів не впливає (рис 4.13, г). 

Кожна з особливих прямих штрихується незалежно від наявності 
И '11 о|, її перетину з іншими особливими прямими. 

іа напрямом штриховки кривої Д-розбиття і особливих прямих 
П. І .НІОВЛЮЄТЬСЯ область МО>ІОІИВОЇ стійкості системи. Для перевірки 
II ми о вибирають довільні значення Ту = Ту[ і Тх =Тх{ та підставляють 
і \ арак іеристичне рівняння замкнутої системи. Далі одним із відо-
иіч методів аналізують стійкість системи (визначають знаки коре-

ній) Якщо один із коренів буде додатним, то САР є нестійкою і гіри-
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Глава 4 СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ лінійних СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

в г 

Рис• 4.13 

вести її до стану стійкості зміною параметрів Тх і Ту неможливо. Як-
що всі корені від'ємні, то дана зона дійсно є зоною стійкості. 

Розглянемо числовий приклад аналізу стійкості системи заданим 
методом. 

• Приклад 4.5. Нехай характеристичне рівняння замкнутої системи ав-
томатичного керування має вигляд 

(ТіР+\)(Т2р+Ь)Т3р+\ = 0. (4.29) 

Треба дослідити стійкість САР методом /)-розбиття в площині па-
раметрів Т2 і 5, якщо числові значення параметрів такі: 7і, =1,5 с; Г3 = 
= 8,0 с. 

Р о з в ' я з а н н я . Підставиввли числові значення параметрів, після 
перетворень дістанемо 

127>3 + /Л8Г2 + 125)+ 85/;+ 1 - 0. 

Після підстановки р - усо маємо 
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Л. 6. Дослідження стійкості за допомогою побудови 
зон стійкості (метод О-розбиття) 

0 { М Т 2 , 5) = Л(со)+уДсо), 

/і(со) = -со2(8Г2 + 125) + 1 = /> (со)Г2 + 0, (со)5 + (со) = 0; 

Я(ш) = - 1 2 7 > 2 + 8со5 = Р2(со)Г2 + £2(со)5 + Л2(ш) = 0; 

Р, (со) = -8со2; 0, (со) = -12со2; Л , (ю)= 1; 

Р2(со) = -12со3; 02(со) = 8со; Д2(со) = 0. 

("кладемо потрібні детермінанти: 

А = Рі(со) 0,(со) 
Р2(со) 02(со) 

А, = 

- 8ш2 - 12со2 

-12ш3 8со 

-16ш3(4+ 9со2); 

со) а (со) -1 - 12со2 

-Я2(со) 02(со) 0 8ш 

Л(со) - Л,(со) - 8со2 -1 

Р2(со) -Л2(со) - 12со3 0 

= -64со3 - 144со5 = 

= -8со; 

-12со3. 

Знайдемо вирази Т2 і 5: 
А^ - 8 со 
А 

Т 
Ібсо (4 + 9со ) 

- • 8 = ^ = ' А 4(4 + 9со ) 

Задаючи со, знаходимо відповідні значення Т2 і 5 (див. табл. 4.4). 

Таблиця 4.4 

О) Т2 5 0} Т2 5 

0 оо 0,19 -0,6 0,19 0,1 

± оо 0 0 -0,4 0,57 0,14 

± 1 0,04 0,06 -0,3 1,16 0,16 

За даними табл. 4.4 на рис. 4.14 побудовано криву /)-розбиття. 
Оскільки у вирази Т2 і 5 частота входить у квадраті, то крива матиме 
один і той самий вигляд при значеннях со > Оі со < Оі згідно з правила-
ми штриховки має бути заштрихована двічі. 

Знайдемо особливі прямі з таких умов. 
І. Вільний член характеристичного рівняння дорівнює нулю. 

()с кільки Т2 і 5 пе входять у вільний член характеристичного рівняння, 
і о даний випадок можемо не розглядати. 
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Г л а в а 4 СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

2. Коефіцієнт при вищому члені характеристичного рівняння до-
рівнює нулю. Згідно з цим 12Г2 = 0. На площині Т2 — 5 це можливо ли-
ше для вертикальної осі, яка в даному разі і буде особливою прямою. 

3. Попарно дорівнюють нулю А і А і Ау. 

З виразів для визначників А, Ал і Ау випливає, що це можливо при 

ш = 0. Підставляючи со = 0 в характеристичне рівняння, дістаємо 1 = 0, 
тому даний випадок, як і перший, до уваги не береться. 

Отже, у даному разі маємо особливу пряму, яка є вертикальною 
віссю. 

Використовуючи правила штриховки особливих прямих і беручи 
до уваги зміну знака А при переході через со = оо, зробимо штриховку 
вертикальної осі, яка в її додатній частині буде спрямована в бік І квад-
ранта площини Т2 — 5. При цьому спільно з кривою /)-розбиття може бу-
ти виділена зона І. На рис. 4.14 показано також дві інші зони — II і I I I . 

Оскільки в даному випадку характеристичне рівняння третього по-
рядку, то для стійкості системи, тобто для встановлення областей стій-
кості в площині параметрів Т2 — 5, треба мати три від'ємних корені в 
цій зоні. 

Перевіримо кожну із зон на наявність від'ємних коренів (або ком-
плексних коренів із від'ємною дійсною частиною). 

Зоною, яка може претендувати на стійкість і в бік якої направлена 
штриховка кривої /)-розбиття і особливої прямої, є зона І. Для пере-

208 



А .7. Критерій стійкості Найквіста 

нірки виконання умов стійкості візьмемо точку А в даній зоні, яка має 
координати Т2 = 1, 5 = 0,2. 

І Іідставивши ці значення параметрів у характеристичне рівняння, 
лістанемо 

,Н><) 
12 • І/?3 + (8 • 1 + 12 • 0 , 2 ) р 2 + 8 • 0 , 2 р +1 = 0 

12/?3 + 10,4/?2 + 1,6/? + 1 = 0. 

Використаємо для аналізу критерій Гурвіца. Запишемо необхідну і 
достатню умову в загальному вигляді: 

Д2 = я, я3 

сіп а, 
а{а2 - а0а3 >0, 

або 

при 

А2 = 10,4-1,6- •12. 1 = 16,64- 12 = 4,64 > 0 

а0 = 12; а, = 10,4; а2 = 1,6; а3 = І. 

Звідси неважко визначити, що при 5, як і лежать вище прямої 
8 0,19, система буде стійкою за будь-яких значень Т2. 

У зоні I I I значення 5 мають відповідати точкам, які лежать нижче кри-
вої /)-розбиття. Розглянемо точку В з координатам Т2 = 1; 5 = 0,1. У цьому 
ра л Д2 = 9,2 • 0,8 - 12 • 1 = -4 ,64 < 0, що визначає нестійкість зони II I . 

У зоні II параметри Т2 і 8 мають від'ємний знак, що суперечить 
фізичному значенню цих величин. Виходячи з чисто математичного 
розуміння питання, можна зробити висновок, що при Т2 < 0, 82 < 0 
коефіцієнти характеристичного рівняння матимуть різні знаки (а0 < 0, 
г/, < 0, а2 < 0, а3 = 1 > 0), що суперечить першій умові стійкості за Гур-
иіцом. Тому зона II до уваги не братиметься. 

4.7 
Критерій стійкості Найквіста 

У 1932 р. американський вчений Найквіст розробив 
критерій стійкості для дослідження електронних 

мі/ігчшювачів зі зворотним зв'язком. Пізніше цей критерій було по-
ширено й на інші системи зі зворотними зв'язками. 
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Глава 4 СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Особливістю критерію Найквіста є те, що він дає змогу: 
• оцінювати динамічні властивості замкнутих систем за частот-

ними характеристиками відповідних розімкнутих систем; 
• досліджувати динамічні властивості замкнутої системи за від-

сутності рівнянь динаміки системи або її окремих елементів. 
У цьому разі достатньо мати експериментальні частотні характе-

ристики системи або відповідних ланок, які можуть бути визначені 
на реальних елементах системи або на їхніх моделях. 

За відсутності математичного описання ланок (або й системи в 
цілому) цей критерій є незамінним для дослідження динамічних 
процесів у системах регулювання. Водночас він дещо складніший за 
розглянуті раніше. 

Розглянемо суть критерію Найквіста. 
Нехай є деяка розімкнута система із п ланок. Її передаточна 

функція 

де Рх (р),..., Рп(р\ (/>),..., 0п(р) — відповідно оператори лівих і пра-
вих частин рівнянь динаміки ланок; хпаих — вихідна величина остан-
ньої (/7-ї) ланки; х1ііХ — вхідна величина першої ланки; Ь0,:..,Ьк, 

йп — коефіцієнти рівнянь, які визначаються параметрами ла-
нок. 

Якщо замкнути розімкнуту систему за допомогою основного 
від'ємного зворотного зв'язку, то 

0\ Ш2 (/>)••• <2„(р) + ьх / -:1 + ... + Ьк 

Р{ (р)Р2 (р)... Рп(р) СІ0р" + сі, рп~1 + ... + йп' 

( 4 . 3 0 ) 

п вих 

При цьому 
X Ї Г / / \ «ВИХ 1 

Щр) = = - і , ( 4 . 3 1 ) 

звідки 

Щ р ) +1 = 0. 
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Даний вираз є характеристичним рівнянням замкнутої системи, 
• шмсаним через передаточну функцію розімкнутої системи У/(р\ Це 
ми і, 11довести такими перетвореннями: 

Щ р ) + 1 = т + ] = м р } ± т = о 
р(р) Р(Р) 

ІІ()() 

0(Р) + Р(р) = 0. 

Пиі ориставши вираз (4.30), запишемо 

+ 1 = + 1 = 0, 
а0рк +а[Р"-1 +... + </„ РІР) 

+ ... + \ + с!і)Р" + ... + Сіп _ 0(р) + Р(р) _ 

сі0р"+ сІіР"-[ +... + сі„ Р(р) 
= 0. 

і;ишсуючи чисельник у загальноприйнятій формі, дістаємо 

( М + т = + = } + і = 0 ( 4 3 2 ) 

Мри цьому треба пам'ятати, що а0р" + ахрп~1 + ... + ап = + 
і ()(/;)= 0 — характеристичне рівняння замкнутої системи, а + 
і (/, //' 1 + ... + <іп = = 0 — характеристичне рівняння розімкнутої 
» ік геми. 

Розглянемо два окремі випадки — стійкої і нестійкої розімкнутої 
• ін ієм — і сформулюємо умови, які мають задовольняти відповідні 
ммкнуті системи. 

Випадок стійкої розімкнутої системи. Н е х а й з а м к н у т а 
« ік іема зазнає гармонічних впливів, тому р= усо, і, виходячи з (4.32), 
йтимемо 

а0(М" +а{иа))""1 + ... + ап _ 

сі0(М" (до)- 1 + ...+</„ 
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де ІУ(М - амилітудно-фазова частотна характеристика розімкнутої 
системи: /^уш), /?(уш), і¥(уоо) — частотні характеристики. Многочлени 
чисельника і знаменника можна подати у вигляді п співмножників 
(усо - р. )або (усо- р'\ де рі, />' — корені характеристичного рівняння 
відповідно замкнутої системи для чисельника і розімкнутої — для 
знаменника. Отже, можна записати 

1 + Ж(уш) = в о ^ " Д ) ( у ш - А ) . . . ( у с о - д ) = 

^ о О - АХусо- ( / с о - Х ) 
(4.34) 

/?(уш) = ЛЧуш). 

Для стійкої розімкнутої системи всі корені X, р'2, р'п є лівими, 
тобто розміщуються в лівій півплощині коренів (рис. 4.15). При цьо-
му кожен ІЗ С П І В М Н О Ж Н И К І В ВИГЛЯДУ (уш - д ')у разі З М І Н И Ш ВІД 0 ДО + о о 

повернеться на кут я/2, 
а загальний кут поворо-
ту вектора Д(усо) дорів-

п 71 
нюватиме 0« = — п. 

я 2 
Для стійкості замк-

нутої системи всі коре-
ні рх, р2, ..., рп характе-
ристичного рівняння 
замкнутої системи та-
кож мають розміщува-
тися в лівій напівпло-
щині. Вектор /Хусо) при 
зміні аз в діапазоні 
0 < ш < + оо як добуток п 

Рі ) повернеться на кут 0 г =—п. 

Рис. 4.15 

співмножників вигляду (уш 

Для результуючого кута 0 
маємо 

повороту вектора УУ(у'со) = 1 + И^уш) 

Є І - Єл = 0. 

Для графічної інтерпретації цього висновку розглянемо рис. 4.16, 
де IV(М як вказувалося раніше, є амплітудно-фазовою частотною 
характеристикою розімкнутої системи. 
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І іч гого щоб побудувати вектор 1 + Ж (усо) = Л^усо), на дійсній осі 
» і ми і очку С з координатами ( -1 , / ) ) і будуємо відповідний вектор 

Початок цього вектора лежить у точці С, а кінець, при зміні час-
і її піт 0 до + обходить усі точки АФХ розімкнутої системи Ж(уш). 

І І І і пек гор С7У дорівнює Ж (усо) + 1. 

ІІнажаючи, що повороту вектора СN, позначеного фсуу, в напрямі 
"н ці ціпя проти годинникової стрілки відповідає додатне значення 

І І І обертання, а за годинниковою — від'ємне, дістанемо, що у разі 
П І Н І частоти від 0 до сох фСуУ = - ер,. При зміні частоти від соЛ. до ш, 

і і юр ('/V повернеться на той самий кут, але проти годинникової 
Ф і н к и . Іому результуючий кут обертання вектора СN в діапазоні 
шиї частоти від 0 до ш, дорівнюватиме нулю: 

ФСТУ = Фі - Фі = 0. 

І ак само переміщується вектор у діапазоні частот від щ до оо2 і 
їм і п, ло + оо. Тому при обході всіх точок амплітудно-фазової частот-
і м * і чаракгеристики розімкнутої системи, позначеної на рис. 4.16 
цифрою І, результуючий кут обертання дорівнюватиме нулю. Це від-
П' - Т І Й умові СТІЙКОСТІ замкнутої системи, визначеної раніше. Якщо 

Ф\ розімкнутої системи має вигляд характеристик 2, то умова стій-
мм м іамкнугої системи не виконується, оскільки фСЛг Ф 0. Це пока-
і\« 11 и > замкнута система не завжди є стійкою за стійкої розімкнутої 
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системи, і дає змогу сформулювати умови стійкості замкнутої систе-
ми за умови стійкості розімкнутої: 
| якщо розімкнута система автоматичного керування є стійкою, то для стійкості 
1 замкнутої системи необхідно і достатньо, щоб АФХ розімкнутої системи не охоп-
ї лювала точку з координатами (-1, /0) при зміні частоти від 0 до + °о. 

Випадок нестійкої розімкнутої системи. Серед коренів 
характеристичного рівняння розімкнутої системи мають бути корені 
(або один корінь, наприклад, р\), які лежать у правій півплощині ко-
ренів (див. рис. 4.15). Нехай таких коренів буде т. 

При цьому КОЖНИЙ вектор-співмножник ВИГЛЯДУ ( у ш - Р І ) при 
зміні со від 0 до + °о повернеться за годинниковою стрілкою на кут я/2, 

а загальний кут повороту всіх т векторів-співмножників буде ^ т . 

Отже, із загальної кількості п векторів-співмножників, які відпо-
відають розімкнутій системі і визначають кут обертання вектора 
/?(усо), ліворуч від вертикальної осі знаходитиметься п - т, а праворуч — 
т векторів-співмножників. 

Обчислимо результуючий кут обертання вектора /?(усо): 

0 я = (" - т) -~т=^п- пт, (4.35) 

кут обертання вектора /"(усо): 

і результуючий кут обертання вектора СN = УУ(усо)- Ж (усо + 1): 

ТС 71 вЕ = 0 г - = — А7-—/7 + пт = пт (4.36) 

Умова стійкості замкнутої системи гіри цьому може бути сформульо-
вана таким чином: 
І якщо розімкнута система автоматичного керування є нестійкою, то для стійкості 
І замкнутої системи необхідно і достатньо, щоб АФХ розімкнутої системи при 
І зміні частоти від 0 до + °о охоплювала точку з координатами (-1, /0) проти годин-
| никової стрілки і поверталася на кут пт (т — кількість правих коренів у характе-
I ристичному рівнянні розімкнутої системи). 
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Нмчодичи із обох розглянутих випадків поведінки розімкнутої си-
• ІІІ, с формулюємо загальну умову стійкості замкнутої системи: 
• і.чи і мйкості замкнутої лінійної системи автоматичного керування необхідно і 

•• ІЛІМЬО , щоб при русі точки N за амплітудно-фазовою частотною характерис-
. > ро іімкнутої системи у разі зміни со від 0 до + ©о вектор С/\/, початок якого 

і ми. н ючці С з координатами (-1, /0), повернувся на кут 

Фс* =(п- + 2 т ) ( 4 . 3 7 ) 

• и п, //, відповідно степені характеристичних рівнянь замкнутої і розімкнутої 
• и, ігм, т — кількість правих коренів у характеристичному рівнянні розімкнутої 
« мі і г*ми. 

І І,і практиці, як правило, п = п{, і тому при т= 0 умова стійкості 
>» 11 нутої системи матиме вигляд 

Фс* = 0. (4. 38) 

Характеристики, які відповідають стійким розімкнутим систе-
ми показано на рис. 4.17, а, б, в. Визначивши дійсний кут фСуУ на 

<" поні обходу точок характеристики у разі зміни со від 0 до +оо і по-
іНннюіочи його значення з умовою стійкості замкнутої системи 

0, встановимо, що для характеристик розімкнутої системи (а, б) 
< п пута система буде стійкою, а для характеристик в — нестійкою. 

Якщо амплітудно-фазова частотна характеристика розімкнутої 
т м'ми проходить через саму точку С з координатами (-1, у'О), то 

• і ікпуіа система знаходитиметься на межі стійкості. 
Мри иикористанні критерію Найквіста необхідно мати на увазі, 

Іііо АФХ розімкнутих систем можуть бути значно складнішими, ніж 
и що розглянуті раніше. 

ДФХ / і 2, наведені на рис. 4.16, при зміні частоти від -«> до +<*> 
• іапонлять замкнутий контур (рис. 4.18), показаний суцільною 
ним ю при со> 0 і штриховою при со < 0. Такий вигляд мають характе-

і'їн'іики для статичних систем, у характеристичних рівняннях яких є 
щ плі члени, що визначають дійсні значення АФХ при со = 0 (точку 
I I і міпс І І І І І осі гіри со = 0 ) . 

Н астатичних розімкнутих системах з інтегрувальними ланками з 
и' р<-маточною функцією вигляду IV{ =кі- АФХ не є замкнутим 

Р 
і оніуром, оскільки характеристичне рівняння розімкнутої системи 
м и нульові корені. 
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11ч.пі, наприклад, система складається із двох аперіодичних ла-
н"! першого порядку зі сталими часу 7| , Т2 і однієї інтегрувальної 
мін п Характеристичне рівняння розімкнутої системи в загальному 
- и і мілку 0, де Р(р)= Р1(р)Р2(р)Р3(р)е добутком поліномів лівих 
і і. іпп рівнянь ланок. Оскільки Р3(р) = р, характеристичне рівняння 
і ч м к и у т о ї системи запишеться так: 

Р(р) = ( 7 > + 1 )(Т2р + \)р = 7] Т2р3 + (7; + Т2)р2 +р = 

= р[Т{Т2р2 + (7, + Т2)р+ 1]= 0. 

Ні І, перший корінь є нульовим, тобто р] = 0. При двох Інтегруваль-
н і ї і п і к а х матимемо два нульові корені, бо 

Р(Р) = Р2[Т1Т2Р2 +(Т{ + Т2)р + 1] = 0. 

Передаточна функція розімкнутої астатичної системи при одній 
їм м і рувальній ланці має вигляд 

\У{р) = 

П|МІ л н о х — 

м р и А 

Г(Р)= 

Щр)-

ш 

РР'(Р)' 

ОІР) 
Р2Р'(РУ 

Ш 
/Р'ІРУ 

0 < ш 

Рис. 4.18 
ДИ Л О Г І Ч Н О амплітудно-фазова харак-

і рік піка розімкнутих систем при одній інтегрувальній ланці запи-
і \ і 11 .ся гак: 

< 2 ( » _ ( З О у 

МрИ ДВОХ 

ЩМ = 

\У(М = 

СО Р'(М 

0(М 
(У®)2 Р'ІМ ш2Р'(М 

ІСО руш) 

оию) 

І ІоПудовапі ЛФХ астатичної системи при /с = 1 у разі зміни со від 0 
їй і і під 0 до показано відповідно суцільною і штриховою 
'шиями па рис. 4.19, а. При ш = 0 характеристика має розрив, що 
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утруднює оцінку стійкості замкнутої системи. Вектор усо у разі зміни 
частоти від - оо до + оо при переході через 0 стрибкоподібно змінює 
фазовий кут від -ТЕ/2 ДО + тс/2, але в якому напрямі змінюється фазо-
вий кут при переході через початок координат, визначити неможли-
во. Щоб усунути цю невизначеність для астатичної системи довіль-
ного порядку (з різним к), користуються такими правилами: 
І будують гілку АФХ розімкнутої системи у разі зміни частоти в межах 0 < со < + °о; 

І побудовану характеристику доповнюють дугою відповідного кута обертання не-
| скінченно великого радіуса-вектора /? характеристики, який дорівнює л/2/е; 

| використовують критерій стійкості Найквіста у відповідному формулюванні. 

Дві АФХ розімкнутих систем показано на рис. 4.19, б (криві 1 і 2). 
Характеристикою 1 точка С(-1, у'О) охоплюється за годинниковою 

Рис. 4.19 

стрілкою, а характеристикою 2 ця точка не охоплюється. Тому за-
мкнута система, яка має характеристику 1 в розімкнутому стані, буде 
нестійкою, а характеристика 2 — стійкою. 

Запас стійкості. Як зазначалося, при проходженні ха-
рактеристики замкнутої системи через точку С(-1, у'О) замкнута сис-
тема знаходиться на межі стійкості. Тому запас стійкості цієї системи 

218 



4.7. Критерій стійкості Найквіста 

мі'м імікористанні критерію Найквіста визначається деякою зоною 
н им щ,і ючки С(— 1, у'О), через яку не повинна проходити АФХ ро-
И І к нутої системи. 

Ги ірі зпяіоть запас стійкості за модулем (амплітудою) і за фазою. 
Імі- І Н І Й запас стійкості замкнутої системи за модулем визначається 
и и 11 м значенням И, на яке модуль Дсо) характеристики ИК(уоо) ро-
н и І І У І О Ї системи менший від одиниці. Його можна визначити по 
їм ірі іку п,і осі абсцис між точкою Сі точкою перетину горизонталь-
нім <ні характеристи-
I II ( /'(І)) розімкнутої 

м» І І ' М І І (рис. 4.20). 
іаиас стійкості за 

Ф ииіо у ( визначається 
мі рі іниця між кутом тс 
і іам имально допус-
іиміїм кутом ф ( с о с ) 

иі" ріапня вектора, 
мри якому зберігається 
»11 ми стійкості за мо-
і п м Н і 11 визначаєть-

- н положенням векто-
ра и ючці перетину ха-
ра і і еристики И (̂уо)) 
рмммкнутої системи з 
і м н»м одиничного ра-
и\«а(Я І): 

іаиас стійкості може бути заданий у вигляді деякої зони навколо 
т и И ('( І, у'О) (рис. 4.21, а, б). 

І Ірп характеристиці / дійсний запас стійкості за фазою у д і за мо-
їм ігм Ал,((«)) = 1 - А(со1 )значно більший, ніж мінімально допустимий 

і // (рис. 4.21, б). При характеристиці 2 дійсний запас за фазою до-
ричної заданому у 3. При характеристиці 3 не забезпечується заданий 
«ініаі стійкості за модулем. Складнішу характеристику, в якій зада-
ним іаиас стійкості знаходиться як праворуч, так і ліворуч від точки 
« і І, /()), наведено на рис. 4.21, а. Таким характеристикам відповіда-
но і. < АК із внутрішніми зворотними зв'язками. 

/ ж / 1 
СО2 

у У ( с о ) < 

У 

А( СО2) 

/ ч / ч 

У \ 

У \ Ф К ) 

/ш = ± оо /УАО(а>О=0) 
С(~ 1 , у 0 ) \ І \ І 

\ і 
\ і 
\ і 
\ і 

И ( с о с ) = 1 ; 
С У ^ 

/ / ^ / / / / У 1 

Д ш , ) У 

со1 

Рис. 4.20 

Уз = 71 - ф(СОс). 
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а 

б 

Рис. 4. 21 
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4.8 
Критерій Найквіста у логарифмічній формі 

Ві 2 
Пдповідно до критерію Найквіста про стійкість 
^замкнутої системи можна судити не тільки за 

\'І»\ розімкнутої системи, а й за взаємним розташуванням амплітуд-
ної і ф.і юної частотних характеристик відповідної розімкнутої систе-
мі іиичайно при цьому використовують логарифмічні характеристи-

і и амплітудну Доз) і фазову ф(со), що пояснюється простотою їх по-
і нчиї, Стосовно логарифмічних характеристик критерій стійкості 
II іпі міста (формулюється так: 
І »и іц.) ( истема стійка в розімкнутому стані, то для стійкості замкнутої системи не-

• ••чідно і достатньо, щоб логарифмічна амплітудна характеристика (ЛАХ) перети-
| м піп нісь абсцис раніше, ніж фазова характеристика в останній раз перетинає 

'•її(їм» ті, іншими словами, на частоті зрізу со3, яка відповідає /.(со) = 0, фаза за мо-
м/мсм має бути меншою за я; 

•<і. що с истема нестійка в розімкнутому стані і має к коренів у правій півплощині, 
і• • для ( пйкості замкнутої системи необхідно і достатньо, щоб при додатній ЛАХ 
мт,м< іь перетинів фазовою характеристикою рівня -я знизу доверху була на/с/2 
і».» і більшою за кількість перетинів у зворотному напрямі. 

Перше формулювання пояснюється характеристиками, наведе-
н и м и і із рис. 4.22. На цьому рисунку зображені ЛАХ Дсо)і чотири ва-
рі пі і и фазової характеристики ф(со). Фазові характеристики / і 4 від-
іі. читають стійкій замкнутій системі, причому характеристика 4 від-
інчч і а ( АФХ на рис. 4.17, б. Якщо 
фатма характеристика має вигляд 

іо іамкнута система перебуває 
н і межі ст ійкості, а характеристи-
і а і иідповідає нестійкій замкну-
I НІ системі. 

І рафіки характеристик, зобра-
жай на рис. 4.23,(3, відповідають 
мін пі замкнутій системі при к = 1 

і І ' перет ину), а на рис. 4.23 ,5 — 
нри к 1 (один перетин). 

І ач використання критерію 
Н аіїї ик та в логарифмічній формі 
II н і і.і нмі ги будувати ЛАХ і ЛФХ 
(фанжу) частотні характеристики. Рис. 4.22. 
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і 
Ф< 

1 СО 

0 Ідсо3]\ Ідсо 
і х 1 \ 

3 

1 \ 

1 ^^ 1 ^ 
—71 

а 
Рис. 423 

При побудові ЛАХ розімкнутої системи немає сенсу знаходити 
амплітудну характеристику Дсо) системи і будувати залежність 
201§У4(Ш) ВІД 1§(ОО). Я К Щ О система зведена до одноконтурної, то вона 
складається з ланцюжка послідовно з'єднаних ланок, для яких спра-
ведливими є такі співвідношення: 

( 4 . 3 9 ) 

ф ( Ш ) = Х Ф , ( Ш ) , ( 4 . 4 0 ) 

де Ц (ш) і фДоо) — відповідно ЛАХ і ЛФХ окремих ланок. 
Отже, логарифмічні частотні характеристики розімкнутої систе-

ми можна отримати підсумовуванням ординат характеристик окре-
мих ланок. Для побудови ЛАХ розімкнутої системи її передаточну 
функцію слід подати у вигляді добутку елементарних співмножників, 
порядок яких не перевищує другий, наприклад у вигляді 

к(Т2р+ 1) 
Щр) = 

р(Т1р+\)(Т3р+ І)(Т4
2Р2

 + Т5р + 1) 
( 4 . 4 1 ) 

і скористатися таблицею логарифмічних частотних характеристик 
елементарних співмножників передаточних функцій (табл. 4.5). 

ЛАХ розімкнутої системи зазвичай будують одразу без побудови 
ЛАХ окремих ланок. Для цього спочатку знаходять точку з коорди-
натами Дш)= 201 1 (І£ш= 0), де к — коефіцієнт передачі ро-
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ЧМІ нутої системи. Потім через знайдену точку проводять пряму з 
н І Ч І М О М 20(/?7 - г) дБ/дек, де т — кількість диференціювальних ла-
іі і / кількість інтегрувальних ланок. Після цього на осі абсцис 
пий і,шлють значення частот сполуки де Т{ — сталі часу еле-
• і. її іарипх співмножників. Для коливальної ланки це стала часу при 

Поряд із значенням 1^(1/7]) на осі абсцис зручно вказувати зна-
п иіім частот оо, = 1/7]. Потім пряму, яка проходить через точку 
/і« о ?[) І^/с, со=1, продовжують до найменшої частоти сполуки. В 

І І І І з цією частотою змінюють нахил прямої лінії відповідно до ти-
м « н-мен гарного співмножника, стала часу якого визначає цю час-
> -1 \ ( полуки. Так само характеристика продовжується в бік зростан-
нм час ют и, зазнаючи послідовні злами на кожній частоті сполуки. За 
н- «іГімлиості побудовану ЛАХ уточнюють шляхом урахування попра-
• "і міч коливальних ланок. 

ІФХ визначається як сума фазових характеристик елементарних 
ііінмпожників. Наприклад, для передаточної функції (4.41) ро-
і «і нуіої системи фазова характеристика будується за рівнянням 

Т со 
Ф((о) -ті/2 - агсі§Г1со+ агсї§Г2оо- агс^Т^оо- агсі£ 5 . 

1 - Г4 оо 

І.<н підження стійкості системи за критерієм Найквіста в лога-
ічіфмгпііп формі виконується в такій послідовності. 

і Досліджувана система зводиться до одноконтурного вигляду. 
! Записується передаточна функція розімкнутої системи у ви-

і « і її аобутку елементарних співмножників. Співмножники другого 
м• ч'•'акV вигляду Т2р2 + Т2р+ 1 або —— будуть елементар-

Т2р + Т2р + 1 
ними, якщо виконується умова Т2/27] < 1. Якщо ця умова не викопу-
• 11 < і, і о співмножник другого порядку слід подати у вигляді добутку 
їй івмножників першого порядку: 

Т2р2 + Т2р + 1 = (ТАр + 1)(Твр + 1); 

1 1 
Т2р2 + Т2р+ 1 (ТАр+ 1)(Твр + 1)' 

/їм 

т - Т і ї Ш -4Г'2 1 Л, В - 0 
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Для розкладання співмножників третього порядку 7]3р2, + Т2р2 + 
+ Т3р + 1 або 1/(Т^р3 + Т2р2 + Т3р+ 1 )на е л е м е н т а р н і треба б у д ь - я к и м 
із відомих способів (наприклад, за формулами Кардана або способом 
наближеного розв'язку рівнянь високого порядку) визначити корені 
рівняння 

Г,У + ТІР2 + ТіР+ 1 = 0. 

Якщо корені рівняння дійсні та різні (рх =-Х)-,р2 = -Х 2 ; р} = -Х3), 
то співмножник третього порядку подається у вигляді трьох елемен-
тарних співмножників першого порядку: 

7]У + Т2 р2 +Т,р+ 1 = 

Т\ Р + Т 2 Р + 7 > + 1 

V*. 
р+ 1 

ч х 2 
р+\ 

1 

ЧХ3 

р + 1 

Р+1 />+1 Р+1 

Якщо ж рівняння має один дійсний корінь р{ = -X! і два ком 
плексних р2 = -а + /?3 = -ос - то співмножник третього поряд-
ку подається у вигляді добутку двох співмножників — першого і дру-
гого порядку: 

7] У + Т2 р2 + Тгр + 1 
_1_ 

р+1 
1 

а 2 + р -
У + 

2 а 

а 2 + р 
-/>+1 

717» + ТгР + 1 

V А : 

1 
а 2 + р : У + 

2 а 

а 2 +Р : 

Аналогічно можна розкласти на елементарні також співмножни-
ки більш високих порядків. У цьому разі задача ускладнюється, 
оскільки виникає необхідність знаходити корені рівнянь більш висо-
ких порядків. Такі співмножники можна отримати у разі приведення 
складних багатоконтурних систем з перехресними зворотними зв'яз-
ками до одноконтурних. Тому для дослідження таких систем крите-
рій Найквіста в логарифмічній формі, як правило, не застосовують. 
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3. Перевіряється стійкість розімкнутої системи на основі реко-
мендацій, наведених при викладенні методики дослідження стійкос-
ті критерієм Найквіста у звичайній формі. Якщо розімкнута система 
нестійка, то визначається кількість коренів у правій напівплощині. 
Оскільки попередньо передаточна функція розімкнутої системи по-
дана у вигляді добутку елементарних співмножників, то при до-
слідженні стійкості розімкнутої системи ускладнень не виникає. 

4. Будується ЛАХ розімкнутої системи за раніше викладеними 
правилами і за даними табл. 4.5. 

5. Записується рівняння фазової характеристики у вигляді суми 
фазових характеристик елементарних співмножників, обчислюються 
значення ф(оо)за різних частот со, будується фазова характеристика. 

При розрахунках фазових характеристик для співмножників дру-
гого порядку досить часто припускаються помилок при визначенні 
кутів, які перевищують за абсолютною величиною 90°. Щоб уникну-
ти можливих помилок, необхідно мати на увазі, що для коливальної 
ланки з передаточною функцією \/(Т2р2 +Т2р+ 1) фазова характе-
ристика розраховується за формулою 

Г9со 
ф = - а г с 1 8 " Г ^ -

У разі збільшення частоти від 0 до 1/7] значення ф(со) змінюється 
від 0 до -90°. При частоті со > 1/7] вираз Г2са/(1 - 7]2со2 )стає від'ємним і 

Г7 со Ф = +агсі£ 
1 - 7 > 2 

У цьому разі значення кутів слід вибирати не в першій чверті (від 
0 до +90°) , а в третій (від -90° до -180°). Наприклад, якщо 

^ - 0,364, 
7]2со2 - 1 

чому відповідає кут у першій чверті а = 20°, то ф(со)слід визначати за 
формулою 

Ф (со) = — 180° + а = -160°. 
Для сп івмножника Т2Р2 + Т2Р+ 1 фазова характеристика 

Т2 со 
ф(со) = +агсі£ 

1 - 7]2со2 

Н Т е о р і я а в т о м а т и ч н о г о к е р у в а н н я 225 



Таблиця 4.5 

Співмнож-
ник ЛАХ і ЛФХ Рівняння фазової 

характеристики 

к 

/ . А 

4 0 -

ф(со) = 0 к 

2 0 -
0.1 І 

20 Ід к 10 Ш 

ф(со) = 0 к 

ф а 

- 1 0 1 Ідсо 

І І > 

ф(со) = 0 к 

-1 0 1 ідсо 

ф(со) = 0 

1 

р 

А 
40 

20 
- 2 0 Д Б / Д Є К 

ф(со) = ~ ~ 1 

р Ф 

- 1 О ^ О І Д С О 

І І „ 

ф(со) = ~ ~ 1 

р 

К 
2 

-1 0 1 Ідсо 

ф(со) = ~ ~ 1 

р 

К 
2 

ф(со) = ~ ~ 

р 

і, 
20 

^ 20 дБ/дек^— 

0,1 Ь ^ ^ І 0 Ш 

ф(ю) = у р 

- 2 0 

ф. 

я 
2 

—0 1 Ідсо 

ф(ю) = у р 

- 2 0 

ф. 

я 
2 

І І „ 

ф(ю) = у р 

- 1 0 1 ідсо 

ф(ю) = у 

2 2 6 



Закінчення таб. 4.5 
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При 0 < со< 1/7] значення кутів треба вибирати в першій чверті в 
інтервалі від 0 до +90°, а при ш> 1/7], коли 

— у другій чверті в межах від +90° до +180°. Нехай Г2со/(7]2со2 - 1) = 
= 0,364, тоді ф(ш)= +180° - 2 0 ° =+160°. 

Якщо ЛАХ і ЛФХ побудовано правильно, то граничне значення 
фазової характеристики при має відповідати граничному на-
хилу амплітудної. Отже, якщо граничний нахил амплітудної характе-
ристики (п - т)20 дБ/дек, то граничне значення фазової характерис-
тики (п - тде /7, т — порядки поліномів відповідно знаменника і 

чисельника передаточної функції розімкнутої системи. 
Наприклад, якщо граничний нахил ЛАХ дорівнює -60 дБ/дек, то 

граничне значення фазової характеристики має становити -270°. 
6. За взаємним розташуванням ЛАХ і ЛФХ розімкнутої системи 

робиться висновок про стійкість замкнутої системи. 

• П р и к л а д 4.6. Передаточна функція розімкнутої системи має вигляд 

Щр) = №л(р)]Ув{р))¥с(р) = 

40(0,02 р+ 1)(0,1/;+ 1)(0,5/;+ 1) 

~ (0,04/У + 0,2/;+ 0(2,5/ ;+ 0(0,05/ ;+ 1)' 

Дослідити стійкість системи за допомогою критерію Найквіста в лога-
рифмічній формі . 

Р о з в ' я з а н н я . Визначимо, чи є поліном другого порядку у зна-
меннику передаточної функці ї елементарним. Коренями поліному 
0,04/;2 + 0,2/; + 1 є р{ 2 = - 2 , 5 ± у'4,33. Вони комплексні , тому спів-
м н о ж н и к 1/(0,04/г + 0,2/; + 1) є елементарним і вираз передаточної 
функці ї розімкнутої системи залишається без змін. ЛАХ розімкнутої 
системи будуємо у такій послідовності . 

1. Через точку з координатами Дсо) = 20 1§ 40 = 32 дБ , 1§ ш = 0(оо = 1) 
проводимо горизонтальну лінію (нахил 0), тому що розімкнута система 
не містить інтегрувальних і диференціювальних ланок (передаточна фу-
нкція розімкнутої системи не містить сп івмножників р і 1 /р). 

7| ю - 1 

2. Розраховуємо логарифми частот сполуки: 

228 



А . В. Критерій Найквіста у логарифмічній формі 

18033 = 1^ = 0,3; 1^ = 1 8 - ^ = 0,7; 

І8оз5 = І 8 ^ = -0 ,4 ; 18со6 = = 1,3 

і підкладаємо їх на осі абсцис . 
3. П р о д о в ж у є м о побудовану в п.1 пряму до н а й н и ж ч о ї частоти 

сполуки со5 = 1/2,5. Стала часу 2,5 належить елементарному с п і в м н о ж н и -
ку 1/(2,5/; + 1), тому в точці зламу нахил ЛАХ змінюється на - 2 0 д Б / д е к і 
і і а п о в и т ь 0 + (—20) = —20 д Б / д е к . Л ін ія з нахилом - 2 0 д Б / д е к п р о в о -
щіться паралельно прямій , що з ' єдн ує точку Дсо) = 20 дБ на осі орди-
п.і г { к іпцем першої декади . На частоті оо3 = 1/0,5 відбувається другий 
імам характеристики . Її нахил с т а н о в и т и м е - 2 0 + 20 = 0 д Б / д е к , бо ста-
ті часу 0,5 належить с п і в м н о ж н и к у (0,5/; + 1). Н а с т у п н и й злам відбува-
< н.си на частоті со, = 1/0,2, я к а визначається с п і в м н о ж н и к о м 1/(0,04/^ + 
і 0,2/;+ 1) = 1/(0,22/г + 0,2/;+ 1), тому нахил характеристики зм інюється 
па - 4 0 д Б / д е к і с тановить 0+ ( -40 ) = - 4 0 д Б / д е к . 
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Черговий злам відбувається на частоті со2 = 1/0,1, яка визначається 
сп івмножником (0,1р+ 1), тому нахил характеристики змінюється на 
+20 д Б / д е к і становить - 2 0 д Б / д е к . На частоті со6 = 1/0,05 також відбува-
ється злам і нахил характеристики становитиме - 40 дБ /дек . На частоті 
со, = 1/0,02 відбувається останній злам і нахил характеристики станови-
тиме - 40 + 20 = - 2 0 д Б / д е к . 

Побудовану характеристику І(со) зображено на рис. 4.24. 
4. Фазова характеристика розраховується за формулою 

Ф (со) = ф, + ф2 + Фз + ф4 + ф5 + Ф6 = 

= агсі§ 0,02со + агсі£ 0,1со + агс(§ 0,5со - агсі£ — 9 -
1 - 0,04со 

- а гс і§ 2,5со - агсІ§ 0,05со. 

Результати розрахунків наведено в табл. 4.6, а характеристику ф(со) — 
на рис. 4.24. 

Таблиця 4.6 

Параметри Числові значення 

со, с_ | 0,1 0,4 1 2 5 10 20 50 100 200 

Фі 0 1 2 3 6 12 22 45 64 76 

Ф2 1 2 6 12 27 45 64 79 85 87 

Фз 3 11 27 45 69 79 85 88 89 90 

Фі - 7 - 9 - 1 2 - 2 6 - 9 0 - 1 4 7 - 1 6 5 - 1 7 6 - 1 7 7 - 1 7 9 

Фз - 1 4 - 4 5 - 6 7 - 7 8 - 8 5 - 8 6 - 8 9 - 9 0 - 9 0 - 9 0 

Фб 0 - 2 - 3 - 6 - 1 2 - 2 8 - 4 1 - 6 7 - 7 8 - 8 4 

Ф = 5 > / - 1 7 - 4 2 - 4 7 - 5 0 - 8 5 - 1 2 5 - 1 2 8 - 1 2 0 - 1 0 7 - 1 0 0 

Із побудованих характеристик визначаємо фазу на частоті зрізу: 
ф(со,) = -120°. Розімкнута система стійка, бо вона являє собою по-
слідовне з ' є д н а н н я стійких ланок . Тому на підставі формулювання 
критерію для систем, стійких у розімкнутому стані, робимо висновок, 
що замкнута система стійка. 
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4.9 
АослідЖення стійкості систем із запізненням 

У ланках із запізненням вихідна величина з'явля-
ється через деякий проміжок часу т після появи 

і" іичиїїп на вході ланки. 
І Ісредаточна функція і АФХ ланки із запізненням мають вигляд 

Щр) = е~рт і ЩМ = е~]т. 

V системі автоматичного керування ланки із запізненням можуть 
м и і;ш і и в основне (пряме) коло послідовно з іншими ланками регулятора 
ин, ичодити в коло зворотного зв'язку (рис. 4.25, а, б), де IV(р)— переда-
іичн.і (функція розімкнутої системи без урахування ланки із запіз-
н» пням, а ^ з (р ) — передаточна функція ланки із запізненням. 

Передаточна функція розімкнутої системи з урахуванням запіз-
ін иіиі (рис. 4.25, а) 

IVх (р) = \У,(р)№{р) = \У(р)е~тр. 

Якіцо в системі є кілька ланок із запізненням (наприклад, т, і т2), 
ю 

ІГТ(р) = Ж(р)е~р{Ті+Х2). 

()тже, кілька ланок із різним запізненням можна замінити еквіва-
і- п і пою ланкою із запізненням т = т, + т2 . 

І Ісредаточна функція замкнутої системи за завданням у(і) у цьо-
І випадку матиме вигляд 

№(р)е~хр 

ИУу(р) = 
1 + 1У(р)е~ 

(4.42) 

Щр) М(р) 
У(Г), 

ІУ(р) ІУ(р) X 

Щр) 

б 

Рис. 4.25 
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Якщо ланка із запізненням входить до кола зворотного зв'язку 
(рис. 4.25, б), то передаточна функція за завданням 

IV у (р) = ЩРЇ . (4.43) 
1 + Щр)е'уі 

Згідно із виразами (4.42), (4.43), незалежно від місця знаходжен-
ня ланки із запізненням, характеристичне рівняння замкнутої систе-
ми 

1 + \¥{р)е~хр = 0. (4.44) 

Це рівняння є трансцендентним і має нескінченну кількість ко-
ренів, які для стійкої системи мають розміщуватися у лівій площині 
коренів. Знаходження коренів у цьому випадку — трудомістке за-
вдання, тому для аналізу стійкості таких систем найприйнятнішим є 
використання частотного критерію Найквіста. 

Для зручності усю структурну схему лінійної САК із запізненням 
приведемо до вигляду двох послідовно з'єднаних ланок: однієї без 
запізнення з передаточною функцією Н/

1 (р\ а іншої — із запізненням 
Ж3 (р) = е~хр. 

Якщо в передаточній функції розімкнутої системи 

IV(р) = IV, (р)е~г" 

покласти, що х —» 0, то можна дістати передаточну функцію так зва-
ної граничної системи IV, (р): 

Нт Щр) = жг(р), 

де IV, (р) = IV, (р)е-хр = IV, (р{. 
Отже, під граничною розімкнутою системою розуміють систему, 

в якій запізнення зменшується до нуля і ланка з запізненням пере-
творюється на деяку безінерційну ланку з коефіцієнтом передачі, що 
дорівнює одиниці. 

Згідно з викладеним вище, АФХ розімкнутої системи із запізнен-
ням має вигляд 

И'т0'(о) = И ' 0 ' ф - / ш , (4.45) 

а АФХ граничної розімкнутої системи — 

0 (усо) = Ж, (уш) = IV, (уш). (4.46) 

Запишемо АФХ розімкнутої системи з запізненням у показнико-
вій формі: 
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^т(усо) = А{еМіЛ)е'М(й) = ^Іеу1ф((0)-Т(ф)|, (4.47) 

! Іі вектор розімкнутої системи. 
І і знайденого виразу Жт (усо) випливає, що для побудови АФХ ро-

ч 11, нутої системи із запізненням слід побудувати характеристику 
і р пііічпої системи, яка в даному разі матиме вигляд \¥г(усо) = , 
їм і і чого повернути радіус-вектор граничної системи на один і той 

і піп кут шт за годинниковою стрілкою. 
'Ігикл АФХ розімкнутої граничної системи Ж, (/оо) = У4,Єуф(ш) пока-

ні.і па рис. 4.26. 
її що розімкнута система стійка, то Ж, (усо) не охоплює точку 

' • І /О), тому відповідна замкнута система також буде стійкою. 
І Іг.чай кут між горизонтальною віссю і вектором А{ (со)є ф, і відпо-

нп.и деякій частоті со,. Величина зсуву по куту, який характеризує 
НН ІІІСЧІНЯ для даної частоти, є со,т. Оскільки запізнення на кут со,т 

ї м иіачас від'ємний знак цього кута, який відкладається за годинни-
» мною стрілкою відносно початкового положення вектора А{(со,), то 
н« палко побудувати точку характеристики IVх урахуванням за-
имнепня для частоти со,. Аналогічно можна побудувати точку для 
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частоти со2, при якій вектор граничної характеристики Ах (со2) дорів-
нює одиниці, а також й інші точки характеристики ]¥х(усо)розімкну-
тої системи. 

З наведеного графіка бачимо, що зростання запізнення зменшує 
запас стійкості системи. Зі збільшенням частоти кут запізнення по-
чинає швидко зростати, бо модуль граничної характеристики при 
цьому зменшується. Це призводить до закручування характеристики 
V/т(усо) навколо початку координат. Проте при деяких складних ха-
рактеристиках Ж(усо) можливі випадки, коли запізнення позитивно 
впливає на роботу системи. Змінюючи величину т, можна знайти йо-
го критичне значення, при якому характеристика V/т(усо) проходити-
ме через точку С(-1, у'О). Відповідну частоту при цьому називають 
критичною. 

4.10 
Структурно-нестійкі системи 
і коректувальні ланки 

В усіх розглянутих раніше випадках стійкість (або 
нестійкість) системи залежала від значення пара-

метрів ланок структурної схеми існуючої системи. Системи автома-
тичного керування, в яких стійкість залежить лише від значення па-
раметрів ланок, називають структурно-стійкими. Але є такі САК, у 
яких досягти стійкості за рахунок зміни параметрів ланок принципо-
во неможливо. Стійкість цих систем може бути досягнута лише у разі 
зміни структурної схеми. 

Системи автоматичного керування, в яких стійкість не може бути 
досягнута за рахунок лише зміни параметрів, називають структур-
но-нестійкими. 

Для пояснення викладеного розглянемо окремий приклад. 
Нехай в САК є дві інтегрувальні ланки і одна аперіодична ланка 

першого порядку. Дістанемо характеристичне рівняння замкнутої 
системи і дослідимо стійкість системи. 

Запишемо передаточні функції ланок системи 

Ж,(/>) = £,-1; Жг{р) = к2-і; \уз(р) = -1±-
Р Р + І 
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ірактсрпстичне рівняння замкнутої системи в загальному вигляді 

Щр)+ 1 = 0, 

п II (/;) = IV{(р)№2(р)Ц/Г
3(р) — передаточна функція розімкнутої 

мі'геми. 
Після підстановки відповідних значень дістанемо 

к{ - к 2 — + 1 = 0; 
р рТ3р+\ 

(Т3р+ 1 )р2 +к\к2к3 = 0; 

7>3 + р2 + /с2 = 0, 

і»- А /с|/с2/сз — коефіцієнт підсилення розімкнутої системи. 
Характеристичне рівняння третього порядку в загальному вигляді 

с/0/?3 + сі{р2 + сі2р + <73 = 0, 

і йму для цього випадку значення коефіцієнтів 

а0 = Г3; а{ = 1; а2 = 0; а3 = /сх. 

V даному разі не виконується перша умова Гурвіца про те, що всі 
і пгфіцієнти характеристичного рівняння замкнутої системи мають 
(>\ пі більшими за нуль, тому система буде нестійкою. 

І Іри цьому, як би ми не змінювали значення параметрів а0,а{, 
/ дістати а2 > 0 немо>і<ливо. Тому дана система є структурно-не-
• і ііі кою. 

На основі розглянутого прикладу можна зробити деякі узагаль-
нений. 

І Зовнішньою ознакою структурно-нестійкої системи є відсут-
ні» іь (рівність нулю) в лінійному характеристичному рівнянні за-
чі нуіої системи деяких членів (коефіцієнтів). 

2. ( истеми, які мають дві та більше інтегрувальних ланок за умо-
и 11, що інші ланки аперіодичні або безінерційні, є структурно-не-
і і ііікими. 

Для досягнення стійкості необхідна зміна структурної схеми 
і і І>\ і і урно-нестійкої системи. 

Ч ия зміни структурної схеми, як правило, використовуються ко-
|мч іувальні ланки. Вони бувають двох типів — паралельні та по-
I 'Н/ІОВПІ. 
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Паралельні коректувальні ланки. Як паралельн і к о р е к -
тувальні ланки використовуються місцеві жорсткі від'ємні зворотні 
зв'язки. 

Охопимо одну із інтегрувальних ланок розглянутої системи 
жорстким від'ємним зворотним зв'язком (рис. 4.27) і складемо рів-
няння (передаточну функцію) даної ланки з урахуванням введеного 

зворотного зв'язку. 
Рівняння ланки до введення 

зворотного зв'язку 
, 1 

Х \ цих "" Х \ ВХ • 

Рис. 427 
Знайдемо фактичне значен-

ня вхідної величини при вве-
денні паралельної коректуваль-

ної ланки з коефіцієнтом зворотного зв'язку (3 = х31і3/х{ вих: 

* в х = Х \ вх ~~ Хзи.з = Х \ вх ~ Р - ^ І вих • 

Рівняння ланки з урахуванням зворотного зв'язку 

вих ) 11 вих - к{ — хвх - /:| — (Х| вх 
Р р 

або 
* ІВИХ ( / > + Р М = М І . ІХ -

Позначивши 1//с,(] = Т{, 1/(3 = /<,', після ділення всіх членів на рк{ 
дістанемо рівняння інтегрувальної ланки, охопленої від'ємним зво-
ротним зв'язком: 

(Т{р+ 1)х1имх = к(х{ их. 
З цього виразу видно, що інтегрувальна ланка, охоплена від'єм-

ним зворотним зв'язком, ек-
вівалентна стійкій аперіодич-
ній ланці першого порядку. 
Зміну вигляду часової харак-
теристики в цьому разі ілюст-
рує рис. 4.28, де 1 — часова 
характеристика ланки до вве-
дення коректувальної ланки; 
2— після охоплення інтегру-
вальної ланки від'ємним зво-
ротним зв'язком. Рис. 428 
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і Іі'редаточна функція інтегрувальної ланки, охопленої зворотним 
м/м мінім зв'язком, 

7 > + 1 

Характеристичне рівняння замкнутої системи з двома інтегрува-
и.ними ланками з урахуванням охоплення першої інтегрувальної 
'і,інки шоротним від'ємним зв'язком запишеться у вигляді 

\¥{(р)\У2(р)\У.(р)+\ = () 
ЧИ 

1, ' 1г 1г 
3 +1 = 0, 1с, к2 к ̂  

ТіР + 1 р Т3р + 1 

ин> після перетворень 

7] Т3р3 + (Т{ + Т,)р2 +р + к1 =0. 

ньому рівнянні всі коефіцієнти а0 =Т{Т3, а{ = Т{ + Г3, а2 = 1, 
./ А\ більші за нуль, тому скорегована система є структурно-
ппійкою. 

Підкреслимо, що структурна стійкість системи не зумовлює її 
<»(х ж'изкову стійкість при всіх значеннях параметрів. Для визначення 
• і ііікості слід перевірити виконання необхідної другої умови за Гур-
иіпсм, яка в даному разі має вигляд А2 > 0 (можна скористатися й ін-
шими методами дослідження стійкості). 

Послідовні коректувальні ланки. П о с л і д о в н о ю коректу -
и.пі і.пою ланкою називають ланку, за допомогою якої на вхід наступ-
ної манки подається величина, пропорційна швидкості зміни вихід-
ної величини попередньої ланки. 

( іруктурна схема системи, що розглядалася раніше, при введен-
ні послідовної коректувальної ланки матиме вигляд, показаний на 
рис 4.29. 

Щр) 

Х \ Е ' І ВИЛ г ПК 
архи 

вих вх 

Щ > ( р ) 

Щр) Щр) Щр) вих Щр) 

Рис. 4.29 
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Розглянемо, як зміниться передаточна функція інтегрувальної 
ланки IV2(р) = к2 - з урахуванням підключення на її вході послідов-

Р 
ної коректувальної ланки ПК. 

Рівняння ланки 1¥2 (р) у даному разі матиме вигляд 

Х2вих = ~ ( Х \ вих + аРХ 1 вих ) ~ ^ 2 ~~ (' + аР)Х\ вих • 
Р Р 

ТутхІШІХ = х 2 в х , тому передаточну функцію ланки И^2(р)після введен-
ня коректувальної ланки можна записати так: 

И/2'(р) = ^ = к2 - О + ар) = ЦҐ2№ + ар). 
*2вх Р 

Характеристичне рівняння замкнутої САР з урахуванням ланки ПК 

чи 

р р Тгр+\ 

або 

к1к2к3(\ + ар) + (Т3р+ \)р2 =0, 

Т3/?3 + р2 + к1к2к2ар + /с} /с 2 /с з =0. 

Отже, дана система завдяки введенню послідовної коректуваль-
ної ланки перетворилася на структурно-стійку систему. 

Передаточна функція розімкнутої системи до введення послідов-
ної коректувальної ланки мала вигляд 

Після введення послідовної коректувальної ланки передаточна 
функція розімкнутої системи 

№К(р) = 1УІ(р)Щ(р)Ж3(р) = 

= IV, (р)\¥2(р)(\ + ар)ІУ,(р) = IV(р)(\ + ар), 

де Ж2'(/>) — передаточна функція ланки 2 з урахуванням коректу-
вання. 
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4.10. Структурно-нестійкі системи 
і коректувальні ланки 

Відповідний вираз АФХ запишеться так: 

ІГК ( / с о ) = Ж ( у с о ) ( 1 + у а о о ) = Ж ( у і о ) + у Ж ( с о ) а с о . 

І м и ІКк (уш) (вектор АФХ скорегованої системи) можна представити 
Ч І\ гуму двох векторів відповідної розімкнутої системи: до коректу-
п.ииія IV 0(0) і вектора у'И/(а))асо, повернутого на кутя /2 проти годин-
никової стрілки (а — параметр послідовної коректувальної ланки). 
I Ірп цьому слід пам'ятати, що множенню вектора на у у комплексній 
и і <>1111111 і відповідає поворот його на кут я/2 проти годинникової 
• ірілки. 

Вихідна АФХ ро-
ям і ну і ої системи 
II ( / Н яка охоплює 
іпчку С (-1,у0), по-
і .11,шл на рис. 4.30. 
Чі що розімкнута 
иісіема є стійкою, 
і о і урахуванням кри-
и-рію І Іайквіста мож-
ім стверджувати, що 
ммгнута система в 
ньому випадку буде 
ІІСС І ііі к о ю . 

Розглянемо по-
И« І піку тієї ж систе-
ми після введення 
І Ю С ' І І Д О В Н О Ї коректу-
ім'їьної ланки. На 
рисунку показано дві 
і очки характеристи-
і и ( коректованої ро-
ч м к н у т о ї системи Ж к ( 7 ш ) , що відповідають частотам <Х){ і ш 2 , знайде-
ні па основі побудови векторів V/к(ш1)та И/ГК(О2). 

Встановивши відповідну величину а, дістанемо характеристику 
II (/(і)) (показану на рисунку штрихом), яка не охоплюватиме точку 
( ( І, /О) і відповідатиме стійкій замкнутій системі. 

За допомогою коректувальних ланок можна не тільки перетвори-
ні ( іруктурно-нестійку систему на структурно-стійку, а й зробити її 
• і Пікою, а також змінювати величину запасу стійкості та інші дина-
мічні характеристики САР. 
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СТІЙКІСТЬ НЕПЕРЕРВНИХ ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 

Контрольні запитання та завдання 

1. Сформулюйте поняття стійкості САР: 
«в цілому», «у великому» і «в мало-
му». 

2. Викладіть суть теореми Ляпунова і 
методу аналізу стійкості за рівнян-
нями першого наближення. 

3. Наведіть формули для доведення 
впливу вигляду коренів на стій-
кість САР. 

4. Визначіть поняття запасу та межі 
стійкості. 

5. Сформулюйте критерій стійкості 
Рауса—Гурвіца. 

6. Що таке параметри Вишнєградсь-
кого і який їхній вплив на стійкість 
системи? 

7. Викладіть методику побудови го-
дографа Михайлова. 

8. Як визначити запас стійкості за до-
помогою критерію Михайлова? 

9. Сформулюйте особливості мето-
ду О-розбиття і викладіть методи-
ку аналізу стійкості за його допо-
могою. 

10. Сформулюйте загальну умову стій-
кості за методом Найквіста. 

11. За якої умови буде стійкою замкну-
та система, якщо розімкнута сис-
тема нестійка? 

12. За якими ознаками можна визна-
чити структурно-нестійку систему? 

13. Що таке коректувальні ланки, їх 
основні види? 

14. Нарисуйте схему введення по-
слідовних і паралельних коректу-
вальних ланок у систему. 

15. Нарисуйте часову характеристику 
інтегрувальної ланки, охопленої 
паралельною коректувальною 
ланкою. 

16. За яких коренів характеристичного 
рівняння замкнута САК буде на 
межі стійкості? 

17. У чому полягає сенс критерію 
Льєнара—Шіпара? 

18. Сформулюйте умови знаход-
ження САК на межі стійкості, які 
випливають із наслідку критерію 
Михайлова. 

19. Які переваги мають логарифмічні 
частотні характеристики? 



Глава ЯКІСТЬ ЛІНІЙНИХ 
НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ 

АВТОМАТИЧНОГО 
КЕРУВАННЯ 

І МЕТОДИ ЇХ ОЦІНКИ 

5.1 
Загальні відомості про якість САК 

Розв'язання завдання автоматичного керування 
об'єктом залежить не тільки від стійкості САК, а й 

т і піших показників, які в загальному випадку часто об'єднують 
* піпим поняттям — якість системи керування, що характерно лише 
і ні стійких систем. Якість системи оцінюється багатьма показника-
іи, серед яких основними є: характер (вигляд) перехідного процесу, 

ірпі'ллість перехідного процесу, перерегулювання, точність (похиб-
і .о системи в усталеному режимі. 

Ча характером перехідні процеси поділяють на монотонні, коли-
г г і м н й аперіодичні з перерегулюванням. 

Монотонними називають перехідні процеси, при яких відхилення 
і"• і ульованої величини х від усталеного значення х0 плавно зменшу-

сіх і 11 .ся, без зміни знака похідної — (рис 5.1, а, криві 1 і 2). Окремим 
сії 

ппплдком монотонного процесу є аперіодичний. 
Коливальними називають перехідні процеси, при яких у системі 

п пуіоть гармонічні коливання з деяким періодом Ті амплітудою, що 
їй>с іупово зменшується (рис. 5.1, б). 

Іперіодичними процесами з перерегулюванням н а з и в а ю т ь перехідні 
процеси, за яких керована величина набуває усталеного значення 
ин ля одного, двох або більше коливань з різними періодами (непе-
римпчпі процеси) за наявності перерегулювання (рис. 5.1, в, криві 1 
і 2). 

11 ід перерегулюванням розуміють максимальне відхилення керова-
нпі величини в бік, протилежний початковому відхиленню від уста-
и'ііого значення. 
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Глава 5 якість ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ ЇХ ОЦІНКИ 

X , 

о 
сої 

ОО 

7 сд 
. <* 1 -

X , 

о 
сої 

и° н 
О) 

-

0 
4і 

І 0 І 

б 

Рис. 5.1 

За початкового відхилення 80 величина перерегулювання визна-£ £ ^ 

чається як — = — = а (рис. 5.1, <?, крива 7) і 5'/х0 (крива 2). При 
х0 х0 

цьому слід мати на увазі, що кривій 2 відповідають два екстремуми 
відхилень 5 ' > 5 " від заданого значення. Якщо в процесі регулювання 
значення регульованої величини залишається лише в одній зоні (зве-
рху або знизу від усталеного значення), то перерегулювання відсутнє 
(крива 3) і перехідний процес такого вигляду вважають монотонним. 

Тривалість (швидкодія) практично визначається часом ги, за який 
відхилення Ах від заданого значення (рис 5.1, б) стане меншим за де-
яку достатньо малу величину в (теоретично тривалість перехідного 
процесу іп - оо). Величина в визначається вимогами до точності кон-
кретної системи (процесу) і може дорівнювати від частки процента 
до 2...5 % і більше (для «грубих» систем). 
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5.1. Загальні відомості про якість САК 

Ншчплення (похибка) Ах, яке виникає після закінчення перехід-
нпіп процесу, називають статичною помилкою (похибкою), а відхи-
н'іііін деякого значення регульованої величини у відповідний мо-
і мі часу перехідного процесу від величини х0 — динамічною похиб-

мі/п А\(/). 
('тупінь затухання перехідного процесу \|/ є показником, що ха-

і' п ісризує коливальні процеси. Її визначають за формулою 
л 

\|/(%)= ЮО 
V і у 

Чим більше значення \|/, тим швидше затухає перехідний процес. 
Іноді для оцінки коливальних процесів використовують показ-

ній якості, який називають логарифмічним декрементом затухання. 
Пін визначається як натуральний логарифм відношення амплітуд од-
иию знака двох послідовних періодів (рис. 5.1, б): 

сі = 1 п ^ . 
X, 

Чим більшою є величина сі, тим швидше затухає перехідний процес. 
()скільки межею стійкості в площині коренів є уявна вісь, на якій 

Н і а і ь нульові й суто уявні корені, то чим ближче до уявної осі зна-
1»іяться корені, тим менший запас стійкості має система. Для оцін-

і н величини запасу стійкості використовують показник — ступінь 
. пііикості, який визначається відстанню найближчого до уявної осі 
• тісного кореня або абсолютним значенням дійсної складової ком-
ігісксного кореня. 

('тупінь коливальності — показник, який визначається частотою 
в іасппх коливань системи, що залежить від конструктивних особли-
пмснчі об'єкта і системи керування в цілому. Як зазначалося рані-
• їм*, наявність комплексних коренів у характеристичному рівнянні 
м м к 11 у тої системи зумовлює наявність складової коливального ха-
рак і еру в розв'язку рівняння вигляду 

< ? а ' £ $ і п ( р г + ф ) , 

/іс <<, |> відповідно дійсна і уявна складові пари комплексних коре-
1 , 1 , 1 А А , і = - а ± у 'р . 

2п Період коливань Т = —, число коливань за секунду V = р/2л. 
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Глава 4 ЯКІСТЬ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ ЇХ ОЦІНКИ 

Відношення уявної частини комплексного кореня до його дійс-
ної ч а с т и н и [І н а з и в а ю т ь коливальністю перехідного процесу. Ч и м 
більша величина ц, тим більше коливань в одиницю часу матиме да-
на система. 

Ширина смуги пропускання — це показник якості САК у разі вико-
ристання частотних характеристик, який визначається інтервалом 
частот, за яких амплітуда синусоїдального вхідного сигналу ро-
зімкнутої системи становить менше ЗО %. 

На логарифмічних амплітудно-частотних характеристиках смуга 
пропускання частот визначається частотами, для яких амплітуда 
більша за 3 дБ. Ширина смуги пропускання частот характеризує 
швидкодію системи і її фільтрувальні властивості. 

Якість системи автоматичного керування насамперед визнача-
ється технологічними особливостями об'єкта. Так, у різних підйом-
них машинах, прокатних станах та в інших установках значної по-
тужності, які мають великі моменти інерції, необхідною вимогою є 
забезпечення перехідного процесу, близького до аперіодичного з пе-
ререгулюванням не більш як 2...З %. Виконання цієї вимоги призво-
дить до збільшення тривалості перехідного процесу ґП. 

Водночас у малоінерційних системах (обчислювальних, слідкую-
чих), де пріоритетним є вимога швидкодії системи (при заданій точ-
ності), бажано мати швидкозатухаючий коливальний процес. 

5.2 
АослідЖення якості на основі рівняння 
незбурених коливань 

Дослідження якості САК може виконуватись на ос-
нові розв'язання рівнянь замкнутої системи, а та-

кож за допомогою наближених методів оцінки якості. 
Найзагальнішим методом є дослідження якості на основі розв'я-

зання рівняння замкнутої системи. Як приклад розглянемо рівняння 
системи стабілізації 

[Р(Р)+0(Р)]Х = Р1(Р)$(Р)ПР), 
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Ь. 2. Дослідження якості на основі рівняння 
незбурених коливань 

• • • шсін відповідних перетворень можна записати у вигляді 
/ л - і сіх 

сі, + а] + ... + ап , — + апх = 
0 сіґ 1 Л"-1 сіі " 

1 йтР т сіт~[Р , сі¥ , „ = + — + ... + . — + У7. о Л т і /і» і й і 

І.міс рівняння є диференціальним лінійним неоднорідним рів-
ня пням // го порядку. Згідно з принципом суперпозиції його розв'я-

н можна подати як алгебричну суму загального хпер і часткового х0 
Імі иГязків: 

Х ~ Х п е р + ' 

Загальний розв'язок можна дістати на основі рівняння вільного 
руху 

сіпх сІ"-[х сіх 
а* + а] + ... + ап , —• + сіпх = 0, 

0 сіґ 1 сіґ~{ ' сіі " 

ІИІДКН 
>Рі{ А- Г ОІЇ • І Г О1' хт=С1е<»>+С2е>*+... + С„е""', " пер 

і< <, С2 , . . . , Сп — сталі інтегрування, які визначаються з початкових 
мов; /;,,..., рп — корені характеристичного рівняння 

аоР" + а\Рп[ +... + ап_{р+ап = 0. 

Впраз хпер залежно від коренів /?,,..., рп було досліджено раніше 
при вивченні стійкості системи. 

Частковий розв'язок х0 знаходять при умові і —> коли вихідне 
рівняння набуває вигляду 

ЯЛ = ЬтР, 
н и т к и 

І Іобудована, як приклад, характеристика х = / ( / ) (рис 5.2) є кри-
тий процесу регулювання в замкнутій системі, яка визначається з 
рІВІІОС гі 

X = хм е р + х0 = + С2е* + ... + Спер"' + 
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Глава 5 ЯКІСТЬ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ ЇХ ОЦІНКИ 

З викладеного вище можна зробити висновок, що тривалість пе-
рехідного процесу ґп та інші показники якості визначаються загаль-
ним розв'язком вихідного рівняння хпер і залежать тільки від коренів 
характеристичного рівняння. Частковий розв'язок впливає лише на 
загальне значення регульованої величини і на величину помилок 
(похибок) системи. Тому при дослідженні якості САК на основі рів-
няння замкнутої системи часто обмежуються тільки аналізом вели-
чини хпер — вивчають поведінку системи залежно від вигляду коре-
нів характеристичного рівняння. 

Аналіз яНості САР на основі розв'язання рівняння незбу-
рених Поливань. Як приклад розглянемо систему другого порядку, 
рівняння незбурених коливань якої 

сі2х сіх 
+ а - + Й 2 Х „ , Р = 0 . ( 5 . 1 ) 

СІЇ сії 
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(5.4) 

Ь. 2. Дослідження якості на основі рівняння 
незбурених коливань 

II онсраторній формі воно записується так: 

(а0р2 +а1р + а2)хпер = 0. 

Розв'язок цього рівняння 

* п е р = С1еп' + С2е», ( 5 . 2 ) 

•Ф /', 0; /;2 < 0 — корені характеристичного рівняння 

а0р2 + сі{р+ а2 = 0; (5.3) 

< ( ' , сталі інтегрування, які визначаються початковими умо-
вами 

11 охай початкові умови (при ґ = 0) задані: 

* пер ( 0 ) = 5 Х пер ( 0 ) - пер • 

{найдемо їх значення з рівняння (5.2): 
х п е р (0) = С, + С 2 ; 

х'пер(0)=р1С] + р2С2. 

І і системи рівнянь (5.4) 
С , = х п е р ( 0 ) - С 2 . 

І Іідс гавляючи дане значення у вираз %пЄр(0), дістаємо 

< , р ( 0 ) = ( х п е р ( 0 ) - С 2 ) ^ + р2С2, 
ИІІДКІІ 

•^пер(0)-^пер(%1 =С2(р2 - д), 

а( м) 

пер ( 0 ) А пер ( 0 ) Д - пер ( 0 ) 

Рі - Рі Рі - Рі 
хіюр(0)(р2 - Рі) - Хпер(0) + Хпер(0)д _ < е р ( 0 ) - хпер(0)р2 ^ 

Рг " Рі Рі ~ Рг 

І Іідсгавляючи знайдені значення С, і С2 в рівняння незбурених 
і іі'ішіаиь, одержуємо 

х _ < с р ( 0 ) - - У п е Р ( 0 ) ^ с Л г , * п е р ( 0 ) Л - ^ п е р ( 0 ) с / у ( 5 5 ) 

'"" Рі - Рі Рі - Рі 
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Аналіз цього виразу дає змогу зробити принциповий висновок 
п р о тс, що якість лінійних САР залежить не тільки від вигляду коренів 
характеристичного рівняння, а й від початкових умов. ( П р и цьому тре -
ба пам'ятати, що стійкість лінійних САР залежить лише від коренів 
характеристичного рівняння, які своєю чергою залежать від значень 
параметрів ланок системи.) 

Першу складову хпер в рівнянні (5.5) позначимо через А, а дру-
гу — В. Проаналізуємо вирази А і В при різних коренях ри р2 і різ-
них початкових умовах, побудувавши відповідні характеристики 
А{і), В(І). При цьому слід мати на увазі, що корені характеристичного 
рівняння матимуть вигляд 

-а{ + лД/;2 - 4сі0а2 -а{ - ^а2 - 4а0а2 
Р\ - ^ і Рі - ~ > 2а0 2а0 

звідки випливає, що за умови а] > 4а0а2 корені рь р2 дійсні й різні, а 
за а] < 4а0а2 — корені комплексні. 

Розглянемо окремі можливі випадки у разі дійсних від'ємних ко-
ренів р{ < 0; р2 < 0. 

Нехай початкові умови будуть додатними: хп е р(0)> 0; хг'1ер(0)> 0. 
Оскільки | р21 > | р{ |, то чисельник і знаменнику виразі А більше нуля, 
а у виразі В чисельник менше нуля, а знаменник — більше нуля. По-
чаткові значення \А(0)\ > | 5(0)|. 

Відповідні залежності А(ї) і В(І) показано на рис. 5.3, а, а результу-
юча величина хпер = /!(/)+ В(І)— на рис. 5.3, Б. Із побудованого гра-
фіка видно, що хпер тах = (<а - Ь) > х(0). Отже, у цьому випадку в систе-
мі виникає перерегулювання. 

Знайдемо екстремум функції хм е р(/)з умови 

сіхпер _ х'тр(0)-хпер(0)р2 , х„ер(0)р { - х ; і е р ( 0 ) _ 
+ р2с -о, 

Ж рх - р2 /;, - рг 

звідки 

К е р ( 0 ) - х п е р ( 0 ) Л ] / 7 ^ ^ +[хпер(0)р1 -х'тртР2Є* =0. 

Розділивши обидві частини рівняння на [х1іер(0)д - хг'Іер(0)\р1еРгі, 
дістанемо 

[ХпеР(0)-хпер(0)р2]р{ сіРі_Іь){ + [ = 0 

[^„ер(о)д - к е Р т Р 2 
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иГю 

ЛРі - Рі V — 1 П Е Р ( 0 ) А - X пер 

[^пеР(о)Р2 - Х'^ІОШ ' 

{ логарифмувавши це рівняння, дістанемо значення часу ї т , яке 
т-ніонідас екстремуму функції хп е р (0 : 

Г _ | п І 2 [ * п е р ( 0 ) Д - < , е Р ( 0 ) ] 1 _ 

Л[*„ер(0)А - < е Р ( 0 ) ] д - Л ' 

Підставивши відповідні числові значення їт у вихідний вираз 
,(/), знайдемо його екстремальне значення хп е р т а х(1 т) . 
І Ісхап хік>р(0) > 0, а х^ер(0)= 0. З аналізу величин А(1) і £(/) випли-

ви , що в цьому разі А(1) = 0; £(/) < 0. Оскільки |р21 > |р{ |, то зникнен-
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ня складової х„ер(0)більше вплине на величину В(1), ніж на А(і). Тому 
перехідний процес може не мати перерегулювання (рис. 5.3, <?, кри-
ва У). 

Нехай хпер(0)> 0 і х„ер(0)< 0. Похідна від початкових умов із 
від'ємним знаком різною мірою впливає на вирази А(1) і В{і). У цьо-
му разі можливе перерегулювання та зміщення перехідного процесу 
в зону від'ємних значень хпер(/) (рис. 5.3, в, крива 2). 

Розглянемо випадок комплексних коренів з від'ємними дійсни-
ми частинами = -а + у(3 і р2 - -а - ур. При цьому 

еРіі =е-"елі =е-ш(со$$ґ + у зіп (ЗО; 

ер* = е~Ш ( С 0 8 р / - У 8ІП Р ґ ) . 

Підставивши знайдені значення у вираз хпер(/), дістанемо 

. а , [ х , ; р ( 0 ) - х п е р ( 0 ) ( - а - у р ) , хпер (Г) = е-а'\ — (С08 рг + і зіп РО + 

( С 0 8 Р / - у 8ІП Р О г = 
х п е р ( 0 ) ( - а + 7 р ) - х - е р ( 0 ) 

2У'Р 

+ аІх І ю р(0)5 .п р / + Х п в р ( 0 ) с о 8 р / | 

або 

х п е р ( 0 = х(0)е' ш
 8 І П (Р^ + ф()). (5.6) 

Перехідний процес є коливанням із затухаючою амплітудою, за-
лежною від початкових умов: початкова фаза ср0 = агсї£ , КеР(0) + сс 
амплітуда А(0) = х(0)е~ш. 

Проведений аналіз і знайдені вирази хпер(/) показують, що за ви-
глядом коренів і початковими умовами можна відповісти на всі ос-
новні питання про якість САР. Водночас викладена методика навіть 
для простого випадку — системи регулювання другого порядку — 
потребує аналізу досить складних виразів. Ці труднощі значно зрос-
тають за високих степенів рівняння, особливо у разі дослідження 
якості в умовах зміни параметрів ланок системи (зміна лише одного 
параметра системи призводить до зміни всіх п коренів характерис-
тичного рівняння). У зв'язку з цим у ТАК велике поширення набули 
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ім ми наближені методи, які дають змогу мати відповіді на окремі пи-
і ннгі про якість без розв'язання рівняння системи. 

5.3 
Наближені методи оцінки якості 

Існують три основні види наближених методів оцін-
ки якості: кореневі, інтегральні й частотні. 

Кореневі методи оцінки якості. К р і м р о з г л я н у т о г о ра -
ніін1 методу аналізу якості за кривою незбурених коливань, який мо-
• на піднести до даного виду методів, до кореневих належать такі ме-
п. пі оцінки якості за розміщенням коренів на комплексній площи-
ні іа допомогою діаграм зон параметрів; за полюсами і нулями 
п. |н іаіочної функції; методи кореневих годографів, стандартних 
іііаірам, процесів і коефіцієнтів. 

Гоилянемо, як приклади, окремі найхарактерніші методи. 
()цінксі якості за розміщенням коренів на комплексній площині. 

< » піпм із методів цієї групи є метод оцінки якості за найменшим коре-
п, і/ коренем, найближ-
• інм зо вертикальної осі 
І м пніексної площини КО-
РЕНІВ 

Якщо найменший дій-
ний кор інь с и с т е м и р { = 
і " , І (рис. 5.4), то а п е р і о -

III Н І Н І І ступ інь ст ійкост і 
' Пі ІГМИ д о р і в н ю є . 

Якщо пай бл ижче до 
і рі їй аиьної осі розміщу-
и мимсі ься пара комплекс-
ннч коренів 

1>и = -а ±у(3, 

мі . іуиіпь сгійкості нази-
м їм 111, коливальним і по-
иіачаюіь // а. Коливаль- Рис. 54 
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ність системи в цьому разі \і = 1§ф = . Як зазначалося раніше, за Р 
а 

наявності комплексних коренів у розв'язку рівняння незбурених ко-
ливань системи з'являється складова вигляду 

С2е~ш зіп фі + у). 

Період коливань у цьому разі Т = 2я/р. Амплітуда синусових ко-
ливань С2е~а{ має зсув за фазою відносно початку координат на кут у. 

За час, що відповідає одному періоду коливань Г, нове значення 
амплітуди обчислюється за формулою 

С2е [ ( ' = С2е~а1е Г 

Звідси випливає, що чим більша величина коливальності \х, тим 
довше загасатиме перехідний процес. При цьому ступінь стійкості 
(к = а) зменшуватиметься. 

Так, за аперіодичної стійкості складова перехідного процесу, яка 
відповідає найменшому дійсному кореню р{, дорівнює С{е~/и. Трива-
лість затухання перехідного процесу до величини, що становить 5 % 
від початкового значення х0 = С,, яке умовно вважаємо таким, що 
відповідає закінченню перехідного процесу в даній системі, можна 
знайти з виразу 

0,05.x() = х()е~'"", 

звідки 1п0,05 = -/ПЛ, або іп = - І 1 ! ^ ^ ~ З/Н. 
її 

Отже, тривалість перехідного процесу обернено пропорційна сту-
пеню стійкості. Звідси можна зробити висновок, що тривалість пере-
хідного процесу прямо пропорційна ступеню затухання коливально-
го перехідного процесу, ДЛЯ ЯКОГО \1 = Р/Л. 

Якщо ставляться обмеження щодо тривалості (ґп) або коливаль-
ності (ц), то це приведе до необхідності розміщення всіх інших коре-
нів у деякій зоні, обмеженій величиною //, і кутом ф, = агсі£ . При 
цьому всі інші складові (рис. 5.5, а) кривої перехідного процесу 
хк(ї) = СкеРк' (або хк(ґ) = Скї2еіа±^)г), що визначаються коренями, 
які лежать у межах даної зони, затухатимуть швидше. Показані на 
рисунку криві перехідних процесів відповідають від'ємним дійсним 
кореням 

ІА 1=1 Д І< \Рі\< ІАІ< ІАІ-
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УР 

ОС/ 

о 

Рис. 5.5 

< >і же, чим менший корінь, тим довше затухає перехідний процес. 
І"М\ в деяких випадках можна задовольнитись дослідженнями за 
чііпманьиим коренем Рі, якому відповідає найдовший процес, що 
мі мі.ічас тривалість перехідного процесу в усій системі = Гпер). 

\ иГязку з викладеним виникає задача знаходження мінімально-
и» кореня. Для її розв'язання у 1941 р. І. М. Вознесенський запропо-
м пан іакий метод. 

I Знаходять мінімальне значення кореня за умови, що за час /п 
І • іпчина відхилення регульованої величини х від її початкового зна-
і 'пня \ () дорівнюватиме т %. 

II їй вимогу можна виконати, якщо найменша дійсна частина ко-
і-міч характеристичного рівняння замкнутої системи не буде мен-
шою і а деяку величину а , . 

< К-кільки всі інші складові перехідного процесу вигляду СкеІУ за-
і а і ймуть швидше, то рівняння системи зводиться до рівняння пер-
мм н о порядку 

_ а і і X — Хд 

її ічпо з поставленою умовою х = х0 • 0,01 т, тому можна записати 

х0 • 0,0\т = х 0е а , /, 

ми/їси ліс танемо формулу мінімального кореня 
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1 п 0,01т 
(5.7) 

2. Перевіряють «мінімальність» знайденого за формулою (5.7) ко-
реня а, в умовах даної системи. 

Для цього вертикальну вісь у комплексній площині коренів пере-
міщують вліво на відстань ос, (рис. 5.5, б). У новій системі коорди-
нат (після переміщення вертикальної осі) характеристичне рівняння 
замкнутої системи матиме вигляд 

аоІР~ аі У +а{(р-аі)"-{ +... + ап_1(р-аі) + ап = 0. 
(У дане рівняння підставляють абсолютне значення величини 
мінімального кореня а , . ) Після розкриття дужок і зведення подібних 
членів дістаємо нове характеристичне рівняння того самого порядку, 
але за іншого значення коефіцієнтів 

3. Якщо нова система з характеристичним рівнянням (5.8) буде 
нестійкою, то це означає, що визначений за заданими умовами якос-
ті системи мінімальний корінь в дійсності не є мінімальним. Тому в 
даній системі неможливо виконати поставлену умову (їп, т %). В 
цьому разі можливі такі варіанти наступних дій: або погодитися з 
тим, що поставлену умову виконати неможливо, або змінити її від-
носно ґп і /77 і знайти відповідне нове значення мінімального кореня 
а/ + І і перевірити його мінімальність. На основі даного методу можна 
також визначити значення настроювальних параметрів системи для 
знаходження потрібних показників якості. 

• Приклад 5.1. Дослідити якість замкнутої системи, характеристичне 
р івняння якої 

за методом мінімального кореня знайти коефіцієнт підсилення ро-
зімкнутої системи /с, при якому відхилення регульованої величини від 
заданого значення за час т = 3,5 с не перевищувало б 5 % (т = 5 %). 

Р о з в ' я з а н н я . Для в и к о н а н н я поставленої умови знайдемо необ-
хідне значення мінімального кореня 

а'ьр" + а[ рп~{ +... + <,_,/? + а„ = 0. (5.8) 

р4 + 2/?3 + II р2+ \ 5р+ 5(1 + /с) = 0, 

Іп 0,01/7? _ Іп 0,05 _ 1 п 5 - 2 1 п Ю _ 1 , 6 - 4 , 6 
т 3,5 3,5 3,5 

-0,85. 
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Нове характеристичне р і в н я н н я після п е р е м і щ е н н я вертикальної 
<к і вліво па величину | а , | = 0,85 матиме вигляд 

(/> (),85)4 + 2 ( р - 0,85)3 + 11 ( р - 0,85)2 + 1 5 ( р - 0,85) + 5(1 + /с) = 0 

ПІК) після перетворень 

р4 - 1,56р3 + 10,2р2 - 1 , 8 4 р - 0,26 + 51с = 0. 

Наявність в ід ' ємних коефіц ієнт ів зг ідно з критер ієм Гурвіца означає 
Піч І ііікість системи , що с в о є ю чергою зумовлює неможлив ість вико-
нання поставленої умови за будь-якого з н а ч е н н я к . 

Досл ідимо дану систему за і н ш и х умов стосовно якост і САР. Н е -
чай допустима тривалість перехідного процесу т = 20 с при т - 5 %. 

О б ч и с л и м о з н а ч е н н я м ін імального к о р е н я 

Іп 0,05 = 3,0 
20 ~ 20 

а,- = • -0 ,15 . 

Характеристичне р і в н я н н я відповідної системи , яка враховує перенос 
вертикальної осі вліво на в ідстань Н = 0,15, матиме вигляд 

(р (),15)4 + 2{р - 0,15)3 + 11(р - 0,15)2 + 15 (/? — 0,15)+ 5(1 + /с) = 0. 

Після перетворень воно з а п и ш е т ь с я так: 

р4 + 1,4 р3 + 10,24/;2 + 11,8/7+3 + 5к = 0. 

Дня перевірки ст ійкості системи в и к о р и с т а є м о критерій Гурвіца. При 
п 4 необхідна і достатня умова (крім додатного знака коефіцієнтів , 
що витримується в д а н о м у разі) А3 > 0. 

Знайдемо головний в и з н а ч н и к системи 

1,4 11,8 0 0 

1 10,24 3 + 5/с 0 

0 1,4 11,8 0 

0 1,0 10,24 3 + 5к 

івідки умова стійкості 

1,4 11,8 0 

А3 = 1,0 10,24 3 + 5/с 

0 1,4 11,8 

= 1,4 • 10,24 • 11,8 — 1,42(3 + 5к) > 0 

я) 24,2 - 9,7/с > 0 , або/с < 2 , 5 . 
І Іей результат означає , що при к < 2,5 за час т = 20 с м о ж н а одер-

,іі і! в ідхилення регульованої в е л и ч и н и в С А К , я к е д о р і в н ю є 5 % від 
оча і кового з н а ч е н н я . 
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Аналіз якості за допомогою діаграм зон параметрів. Х а р а к т е р н и м 
прикладом цієї групи методів може бути розширена діаграма Виш 
нєградського (рис. 5.6), яка будується на основі розглянутої раніше 
діаграми (див. рис. 4.5). 

На розширеній діаграмі виділяються чотири зони: І; II; III; IV, 
які відповідають різним виглядам коренів і їхньому розміщенню від 
носно вертикальної осі в комплексній площині коренів. 

Зона IV, як відомо, задовольняє умову ХУ < 1. Її межею є рівно-
бічна гіпербола СД рівняння якої ХУ = 1, де X, У— параметри Виш 
нєградського. Цій зоні, яка є зоною нестійкого стану системи, відпо 
відає наявність коренів з додатною дійсною частиною (або дійсних 
додатних) в характеристичному рівнянні замкнутої системи. 

Зони І, II, III у площині X— У 
є зонами стійкого стану системи, 
але їм відповідають різні види й 
розміщення коренів і, як резуль-
тат, різний вигляд перехідних 
процесів. 

Особливості розміщення ко-
ренів і вигляд перехідного про-
цесу, що відповідає кожній зоні, 
показано на рис. 5.7. Розміщен-
ня в комплексній площині коре-
нів наведено на рис. 5.7, а, б, в, а 
характеристики відповідних пе-
рехідних процесів — на рис. 5.7, 
а\> б{, в{. 

Можливі варіанти розміщення коренів, що відповідають нестій-
кій зоні IV, показано на рис. 5.7, г, д, е, є. 

Зона І, межа якої КМВ (див. рис. 5.6), є зоною аперіодичних про-
цесів. їй відповідають від'ємні дійсні корені характеристичного рів-
няння системи третього порядку р{, р2, Рз ( рис. 5.7, а, а,). Умова зна-
ходження коренів у даній зоні 

4(Х3 + У3)- ПХУ - Х2У2 + 2 7 < 0, 

Рис. 5.6 

не X 
С, 

;г = 
с , 

№ № 
;С ] і С2 — коефіцієнти перетвореного характе-

ристичного рівняння а0р +а{р + а2р+а3 = 0. Після ділення всіх 
його коефіцієнтів на а{) воно матиме вигляд 
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р3 + С{р2 +С2р+С3 = 0. 

Зона II, межа якої АЖ/У, відокремлює зону монотонних процесів 
(рис 5.7, б, б1). Ближчим до вертикальної осі є дійсний корінь рх. 

Рівняння межі зони має вигляд 

Розміщення коренів і вигляд перехідного процесу в зоні III, межа 
якої БМВ, показано на рис. 5.7, в, в{. Оскільки дійсний корінь р3 роз-
міщується далі від вертикальної осі, характер перехідного процесу 
коливальний. 

Умова знаходження коренів у зоні III 

Розширена діаграма Вишнєградського в зоні III може бути до-
повнена кривими однакового ступеня затухання перехідного проце-
су (1...3); при цьому \|/1 > \|/2 > \|/3. 

Для задовільної якості перехідного процесу вважають, що \|/ має 
бути не менше 80 %. Це відповідає умові х2/х] < 0,2. 

2Х3 - 9ХУ + 27 = 0. 

4 ( Х 3 + Г 3 ) - \8Х¥-Х2У2 + 27 > 0. 

Ступінь затухання перехідного процесу 
/ \ 

\|/(%)= 100 1 - ^ . 
\ 

У 

8 

Для переходу від параметрів 
Вишнєградського до параметрів 
відповідних ланок системи по-
трібні досить громіздкі розрахун-
ки, для спрощення яких було по-
будовано спеціальні номограми. 

6 Деякі дослідники діаграму 
Вишнєградського доповнили кри-
вими однакових ступенів стійкос-
ті И (рис. 5.8) і однакового ступеня 
коливальності \і (рис. 5.9); \х = 0 
відповідає межі «аперіодичної» 
області, а ц = оо — межі стійкості. 

4 

2 

0 
2 4 6 8 10 X Як видно із діаграми, найбіль-

ший ступінь стійкості забезпечу-
ється в районі точки М, для якої Рис. 5.8 
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І Проте за кратності кореня 
ШПМ / М О Д І Я системи може бути 
и 1,141 ю меншою, ніж при трохи 
мі 11 т и х ступенях стійкості. 

і мої ляду швидкодії системи 
І" І иміч ідовано ступінь стійкості 
•і .межувати зверху і знизу лініями 
І\ 0,5. 

V гехнічній літературі існують 
пі о ж нормовані діаграми для си-
• П'М вищих порядків. 

Якщо система вищого порядку 
І Н)1 іашьою точністю зводиться 
їм . мггеми з п = 3, то можна одер-
І.ІІІІ наближені результати на ос-
тий діаграм Вишнєградського. 

Метод оцінки якості за полю-
• іти і нулями передаточної функції. 
І л 111111 метод також належить до кореневих. 

Розглянемо передаточну функцію замкнутої системи за збуренням: 

IV Нр) -

Рис. 5.9 

Ах 

л 7 

іуІ (Р) 
і + іг(рУ 

і Д/— відповідно відхилення регульованої величини і збурення; 
II (/>) передаточна функція об'єкта за збуренням; IV(р) — переда-
М' ІМ.І функція розімкнутої системи. 

Іиідси дістанемо 
Щр) Ах = 

І + Щр) 
А/. 

Приховуючи, що відхилення Ах = х - х0 визначає перехідну складову 
'И .і м,мого розв'язку, запишемо 

*І1ЄП (0 -
1 + Щр) 

А/. 

і і піііомо, характеристичне рівняння замкнутої системи має вигляд 
І і II (/)) 0, тому знаменник передаточної функції можна подати як 
п < мїимможників: 

Р\ )(Р~ Р2) — (Р~ Рп)> 
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де рь ..., рп — корені характеристичного рівняння замкнутої системи, 
як і н а з и в а ю т ь полюсами передаточної функції. 

Чисельник передаточної функції аналогічно можна подати у ви-
гляді т співмножників (т < п) виразу кМ(р), де к — коефіцієнт пере-
дачі об'єкта за збуренням, а А1{р) — многочлен вигляду 

Щр) = Ь,рт + Ь{ Р
т~{ +... + Ьт_ 1 р + Ьт = Ь0 (р-р;)(р-р<)...(р-р>х 

Де Р\і Рі-> Рз ~ корені чисельника передаточної функції, які назива-
ють нулями передаточної функції. 

Тоді згідно з викладеним 

х _ кЬ0 (Р ~ Р[ ) (Р ~ Рі ) - • - (Р ~ Рт ) ду; 
пер а0(р-р{)(р-р2)..-(р-Рп) 

Звідси випливає, що амплітуда перехідного процесу залежить від 
розміщення полюсів і нулів передаточної функції. Так, в ідеальному 
випадку при р1 = р;,р{ = р'2,р„ = р'т (у разі п = т) 

хпер(0 = —^ А/, 
«о 

При А/ = СОП8І система еквівалентна безінерційній (підсилювальній) 
ланці. 

На основі викладеного можна стверджувати, що для швидшого 
затухання перехідного процесу потрібно, щоб полюси і нулі переда-
точної функції розміщувалися ближче один до одного. 

Методи кореневих годографів. Кореневим годографом називають 
характеристики в комплексній площині коренів характеристичного 
рівняння замкнутої системи, які дістають, поступово змінюючи де-
які параметри від 0 до + 

За допомогою кореневих годографів можна визначити взаємну 
залежність параметрів і коренів системи, тобто встановити, як впли-
ває зміна параметра на величину і вигляд кореня, а отже, і на відпо-
відні показники якості. 

Існують різні методи побудови кореневих годографів. Крім коре-
невих годографів, у ТАК використовуються також так звані обернені 
методи, суть яких полягає в порівнянні коефіцієнтів дійсного рів-
няння системи з коефіцієнтами деякого еталонного рівняння. В ре-
зультаті такого порівняння за розходженням значень коефіцієнтів 
рівнянь визначають якість реальної системи. 
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V спільному випадку рівняння лінійної замкнутої системи п-го 
Мі іридку 

''7 • і /'' * «І Рп~х +... + сіп_[р + ап)х = ф0рт +Ь1р'"-1 + ... + Ьт_{р + Ьт)/. 

І.мн- рівняння замінюють деяким стандартним рівнянням на ос-
ій ми введення оператора В = (со0 = 1 /Т\ Т — стала часу об'єкта) 
і її н'ммя всіх коефіцієнтів рівняння на а0; змінні х і /будуть функ-
іи > їм (іс фозмірного часу т = со0г (г — реальний час). 

< іапдартне рівняння матиме вигляд 

(/)' і Ан_хОа-1 + ... + А1В + 1)х = (ВтО'" + В^И'"-1 + ...+ Д0)/, 

Ді»-1 . . Л - а 1 , .... Л, — -
яХ'Г 1 ' 

Вт ...; со',\ = 
/ Л . 

Оскільки стандартна форма рівняння безрозмірна, то системи з 
- ім.імшими показниками якості, за винятком тривалості процесу, 
чи і ма досліджувати за одним і тим самим рівнянням. 

Методи стандартних діаграм, процесів і коефіцієнтів. Типові збу-
/ч'пнч Характерним прикладом методу нормованих діаграм для сис-
і і іретього порядку є розширена діаграма Вишнєградського, роз-
і м и т а раніше. 

( тандартні процеси одержують у системі у разі дії деяких типових 
• ммларіних) збурень. Рівняння системи при цьому записують у 
• митарімій формі. Типові збурення використовують у теоретичних і 
« м м« рмментальних дослідженнях як деякі еталонні збурення, за 
»іі ими визначається реакція системи і робляться відповідні висновки 
мри м якість. 

Існують такі основні типові збурення. 
/ Одиничний кидок навантаження (одиничне збурення) — це р і зке 

н н и.імення прийнятого за одиницю навантаження, що діє тривалий 
• і- Ного умовне позначення 1(/) (рис. 5.10, а). Різкий скид одинич-

ним. навантаження відповідає графіку на рис. 5.10, б. 
/ Одиничний імпульс — типове збурення вигляду короткочасної 

мі н мміичного навантаження, яке визначається як Г(/)(рис. 5.1 І, а). 
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а б 

Рис. 5.10 

/ Гармонічні одиничні коливання є с и н у с о ї д а л ь н и м и к о л и в а н н я м и 
з амплітудою, прийнятою за одиницю (період коливань Т — стала 
величина) (рис. 5.11, б). Такі типові збурення використовуються та-
кож при знаходженні частотних характеристик ланок. 

Прикладом використання методів стандартних процесів може бу-
ти формула оптимального процесу, яку дістав В. В. Солодовніков: 

* о п т ( 0 = ^ 2 1(0 
ґ т Л2 

/ - І 2 ™ 1 ^ О̂ПТ + 
1 2 ) 2 

де а = СІ2ХІСІІ2 — прискорення; тс 
го процесу. 

безрозмірний час оптимально-

го 
/V) 

о б 

Рис. 5.11 
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ах2 

V. шлеме значення регульованої величини хопТ(°°) = °п т . Для оп-

інч ї м.мою процесу можна вважати, що відхилення після його за-
н ^мігшій дорівнюватиме нулю, тому 

ХоиЛ°°)= "(0), 

'1 //(/) керуюча дія; и(0)— початкове значення керуючої дії. 
Іиідси 

ш = 2 
М а 

V даному випадку дослідження проводилося за умови дії на сис-
и і\ деякого стандартного, одиничного збурення (одиничного кидка 
мли.мі гаження). 

Метод стандартних коефіцієнтів дає змогу вибрати параметри 
мриск гованої системи таким чином, щоб дістати перехідний процес, 
цю иідмовідає стандартній системі. 

Процес у реальній системі буде тим ближче до процесу в стан-
I ІР11 і і 11 системі, чим ближче реальні коефіцієнти до відповідних кое-

Фімн їм їй стандартної системи. Для практичного використання дано-
ім мі* і оду потрібні таблиці, розраховані для типових передаточних 
Ф мі-.цій, і перетворення передаточних функцій реальної системи до 
пні -іяду, найближчому (в ідеальному випадку — такому, що повністю 
II мі .и гься) до вигляду типової передаточної функції. 

І.ік, при передаточній стандартній функції замкнутої системи 
НІН 'Міду 

О" +Ап_10"~1 +... + А{0+ 1 

ІШ ІМ ращими за величиною перерегулювання (а < 10 %) є коефіцієн-
іп чі. і було знайдено з умови розподілу коренів за арифметичною 
н|ин рисіс ю (табл. 5.1). 

І ні передаточних функцій вигляду 

ФО» = в 1 р ^ в 1 р ± в 1 

И" + А„_1Оп-1 + ... + Л,£>+ 1 

1 
Ф(£>) = 

4 7 т ч и і Т Л / / - 1 О" ^-А,^^"-' +... + А1Л+ 1 
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аналогічні таблиці наведено також у підручниках з теорії автоматич-
ного керування. 

Таблиця 5. / 

Перший 
член 

прогресії 
коренів 

Різниця 
прогре-

сії 

Характеристичне рівняння 
замкнутої системи 

/)" + А„_ , 0 " - ' + ... + А,О + А0 = 0 
Примітки 

0,5 2 О2 + 2 , 5 / ) + 1 = 0 
а < 10 %, про-

цес у безроз-
мірному часі 

0,183 1,517 /)3 + 5,Ш2 + 6,3 /) + 1 = 0 — 

0,098 1,138 /)4 + 7,2/)3 + 16/)2 + 12/) + 1 = 0 — 

0,063 0,867 /)5 + 9/)4 + 29/)3 + 38 / ) 2 + 18/) + 1 = 0 — 

0,039 0,717 /)6 + 1 1 /)5 + 43/ ) 4 + 83/)3 + 73 /)2 + 
+ 25/) + 1 = 0 — 

Для об'єктивності оцінки розглянутих методів слід зазначити, що 
деякі з них не тільки наближені, а й потребують досить трудомістких 
розрахунків. 

Інтегральні методи оцінки якості. І н т е г р а л ь н и м и н а -
зивають методи, при яких показники якості оцінюються за інтегра-
лом, що є функцією перехідного процесу відхилення регульованої 
величини від заданого значення (похибки) або незбуреної складової 
хп е р(/)в розв'язку рівняння процесу регулювання 

* ( О = * п е р ( О + * 0 -

За допомогою інтегральних критеріїв оцінюють відхилення регу-
льованої величини і швидкодію системи. 

Для оцінки перехідних процесів без перерегулювання (рис. 5.12, а) 
використовують інтегральний критерій вигляду 

/ = }хпер(/)Л. (5.9) 

о 

Він визначає площу, обмежену кривою хпер(/)за час перехідного 

процесу. Чим менша ця площа 5 = |хп е р(/>//, тим більша швидкодія о 
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» м< ігми (ча однакових початкових умов хпер(0)). Тому параметри сис-
ні п даному випадку слід вибирати з умови 

о А Л = т і п ; — = 0, 
СІЛ 

і настроювальний параметр системи. 

а 

Рис. 5.12 

а 

І -ія розрахунку інтеграла (5.9) В. С. Кулебакін запропонував таку 
ч<- шлику. 

'> рівняння незбурених коливань системи 

сіх 

с і ґ Ж сіґ 

Нін оди гь величину 

X = X 

сіпх ап~хх сіх А 

пер 
1 

а„ 
'о 

(Гх 

сі І" 

сіх 

СІ і 

мі \ підставляють у формулу (5.9): СІ" X 

-11 а0 а , п * *п о 

СІХ 
+ ... + ап , — 

"-1 сії 
сії = 

сіїп 

сі"~1X 
71) г + ... + а,,{х о йіп-\ 

їй і .ті,ки значення похідних і самого х = хпер після закінчення 
• є ім-чідного процесу при ї = оо дорівнюють нулю, можна дістати 
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; + - + а„,,х(0) 

Позначивши = х"~! (0) і так далі, дістанемо 
сіґ"1 

а„ 
(5.10) 

Із останньої формули випливає, що інтегральний критерій зале-
жить від параметрів ланок системи, початкових умов і ( п - 1) похід-
них від початкових умов. 

Для перехідних процесів із перерегулюванням знайдений крите-
рій не можна використовувати, бо мінімум інтеграла (площі) згідно з 
(5.10) відповідатиме гармонічним коливанням. Тому для оцінки яко-
сті коливальних процесів користуються квадратичним інтегралом, 
який враховує абсолютне значення «додатних» і «від'ємних» площин: 

=|[*„ер <!)?Л. (5.11) 

Існують різні методи обчислення квадратичного інтеграла. Роз-
глянемо формулу, запропоновану А. А. Красовським: 

1 
2а,, А 

Х ( Д « Д « + + . . . + Д,Д, + Д„ДО)-
ЬтЬ„,-1 (5.12.) 

де А — визначник п-го порядку, складений з коефіцієнтів а„, ..., о, 
лівої частини рівняння процесу регулювання — характеристичного 
рівняння замкнутої системи (або знаменника передаточної функції), 

Д = 

ап ~ап-2 а„_А . . 0 
0 «„-1 . 0 
0 -а„ «„-2 • . 0 
0 0 -«„- і • . 0 

0 0 0 • а. 
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5.3. Наближені методи оцінки якості 

Визначники А0 , . . . , А,и, або в загальному випадку визначник А/с, 
можна дістати з основного визначника А заміною стовпця т- /с + 1 
» ювпцем 

<*п 
0 

ап-\ - « „ - 2 « „ - 4 • . 0 

а„ - « „ - З • . 0 

0 а„-2 • . 0 

0 0 -о»-1 • . 0 

0 0 0 • « І 

о 

І Іаприклад, для знаходження визначника Ат у визначнику А слід 
ьімінити перший стовпець (т - т + 1 = 1), після чого дістанемо 

А,„ = 

Коефіцієнти Вт визначають за формулами: 

В0=Ь2
Я; В,=Ь2

т_{-2ЬтЬт_2', 

Вк = Ь2„_к - 2ЬтЬт_к +! + ...+ 2(-\)кЬтЬт_2к; Вт=Ь2, 

пг />„,..., Ьт — коефіцієнти правої частини рівняння замкнутої систе-
ми (або чисельника відповідної передаточної функції). 

Па основі розглянутих формул побудовано таблиці розрахунку 
і надратичного інтеграла як функції коефіцієнтів Ь0,..., Ьт і а0,ап 
мри різних значеннях п (до п = 10). Для значення п = 1...5 такі дані на-
и« кчіо в табл. 5.2. 

Таблиця 5.2 

ІМЛЧСІІІІЯ п 

1 

9 

Значення квадратичного інтеграла 

ЬІ(2а0а1) 

Ь&о + Ь&2 

2а0аЛа2 
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Закінчення табл. 5.2 

Значення /7 Значення квадратичного інтеграла 

3 
Ь]а3а2 + (Ь2 -2Ь2Ь0)а3а0 + Ь2аїа0 

2а0аг(а{а2 -а0а3) 

4 
Ь\(-а\ах + а4а3а2) + (Ь2 - 2Ь2Ь{))а4а3а0 + (Ь\ - 2) 

2а4а0(- а4а] - а]а0 + а{ а2а3) 

5 
~~ [ЬІІЩ + Ф] -2Ь2Ь{])Т{ + (Ь2

2-2ЬФ{ -2Ь4Ь0)Т2 + 
2А5 

+ (Ь] -2Ь4Ь2)т3 + Ь]т4\, 

де т0 = —{а2тл - а4т2)\ т{ = -а5а2 + а4а2; т2 =-а5а0 + а4а{; 
Яо 

т3 = —(а3т2 - ахтл ); т4 = —(а3ш - а{т2); А5 = а5(а4т4 - а2тг + 
а5 а5 

+ а 0т2). 
К р і м розглянутих , в ідомі й інші види інтегральних о ц і н о к ( к р и -

теріїв) . 

• П р и к л а д 5.2. Визначити коефіцієнт підсилення системи, який забез-
печить мінімум квадратичної інтегральної оцінки при одиничному 
вхідному сигналі , я к щ о передаточна функція замкнутої системи після 
перетворень має вигляд 

Ф(р)- І^Т2 + р(Т, +Г2)+ 1 
р%Т\ + //(7; +Т2)+ р + к9 

де 7] = 0 , 0 1 с ; Т2 = 0 , 0 3 с. 

Р о з в ' я з а н н я . В даному разі п - 3. Знайдемо значення коефіцієн-
тів а0, ах,а2,аг і Ь0, ЬІ9Ь2: 

Ь0 =а0 =Т1Т2 = 0,01 • 0,03 = 3 • 10~4; 

ь{ =а{ =Т}; +Т2 = 0,01+ 0,03 = 4- 10~2; 

4 = а2 = 1; а3 = /с. 

З табл. 5.2 для н = 3 знаходимо 

І = + (Ь]-2Ьф2)а()а3 + = 

2а0а3(а]а2-а(р3) 
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! >. З. Наближені методи оцінки якості 

_ 0(Р\ -ксі^а] -аУс _ аЛ -кщ -а0) 
-к22а\ + к2а0а1 2(ках -к2а0) 

Визначимо частинну похідну дІ2/дк і прирівняємо її до нуля: 
<)/2 _ 1 -к(а2-а0)(а1 - ка0)-[к{а] - а0) + аі](аі -2 а</с) 
с)к 2 к\ах -ка{)І 

= 0 

або к2а0(а2 - а0) + 2а{)а{к - а] = 0. 
Підставивши числові значення коефіцієнтів, дістанемо квадратне 

рівняння 
к2 - 65,5/: — 41 -102 = 0, 

жідки знайдемо оптимальне значення коефіцієнта підсилення ро-
іімкнутої системи: кош ~ 37. 

Частотні методи оцінки якості САР. Ч а с т о т н і методи 
ми пджепня, які дістали найбільше поширення на практиці, базу-
і'ни я на математичній залежності характеристики перехідного про-
Ніч'У \(/) від дійсної (суттєвої) частотної характеристики замкнутої 
• т і е м и за збуренням і//(со)(або за заданим сигналом). В основі до-
П1 і- пня цієї залежності лежить відоме положення, що будь-яку пе-
ри» •пічну обмежену дійсну функцію, яка має скінченну кількість роз-
рити і екстремумів, можна розкласти в нескінченний ряд синусо-
I I.І п.них функцій — ряд Фур'є. 

І Іри доведенні функціональної залежності 

х ( 0 = Л ^ / ( ш ) ] 

мідіє збурення 
адається в ряд < 

І і результаті цього доведення і досить складних перетворень 

иичидять з того, що в системі діє збурення у вигляді одиничного кид-
і і іиурення 1 [ї], яке розкладається в ряд Фур'є. 

і.шлемо відому залежність 

х(/) = 1 Г ^ И 8 І П ш ^ (5.13) 
71 І О) 

'Іпісну частотну характеристику замкнутої системи за збуренням 
і (<и) знаходять з виразу відповідної передаточної функції замкнутої 
І ІИ І є ми 

1 + ИУ(р) 
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Г л а в а 5 я к і с т ь ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ їх ОЦІНКИ 

де (/;) — передаточна функція об'єкта за збуренням; IV (р) — пере-
даточна функція розімкнутої системи. 

Після підстановки р- усо у вираз IVі (р) дістанемо амплітудно-
фазову частотну характеристику замкнутої системи за збуренням: 

Ж / Ош) = уГ /(со)+і/ /(со), 

де К^со), 1/г(со)— відповідно уявна і дійсна частотні характеристики 
замкнутої системи за збуренням. Останню з них і використовують у 
формулі (5.13). 

Практично розгляд характеристики Цг/(со) обмежується зоною 
суттєвих частот сос. 

Під зоною суттєвих частот розуміють зону зміни частоти со від 0 
до сос, в якій виконується умова 

/7(0) 

*/(<ос) 
> 10 

(при со> сос ця умова не порушується). 
В зоні суттєвих частот виконується апроксимація характеристики 

6г/(со), яку замінюють рівнозначними фігурами Я(со) — трапеціями і 
трикутниками. 

При заміні І}1 (со) в зоні суттєвих частот мають виконуватись такі 
правила. 

1. Прямолінійні частини фігур Н(ш) мають за можливості точно 
збігатися з кривою £/у(а)). 

2. Всі п фігур (трапеції і трикутники) повинні мати однією зі своїх 
сторін вертикальну вісь. 

3. Алгебрична сума площ усіх п фігур, якими замінюють характе-
ристику I I І ( С О ) , має дорівнювати площі, обмеженій характеристикою 
і/7(со). 

4. Кількість фігур п має бути за можливості меншою. 
Після заміни і / 7 (со) рівнозначними фігурами 

і = 1 

обмежуючись розглядом інтеграла в зоні суттєвих частот, записуємо 

х(ґ) = - У да^зіп ш/Жо. (5.14) 
ТГ . . ґії 71 і = , * СО 
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! >. З. Наближені методи оцінки якості 

11 формули (5.14) випливає, що ординату перехідного процесу 
• </. ) можна дістати як величину, пропорційну сумі площ (інтегралів) 
• міиллептних фігур. 

'І,«/які види характеристик і/ /(со)і фігури, які їх замінюють, пока-
• нн) на рис. 5.13, а—г. 

в г 

Рис. 5.13 

Характеристику на рис. 5.13, а замінено трапеціями N1 і N2 
(ріп 5.13, б). Загальна алгебрична сума площ обох фігур 

V Л'уу, - 5„2 дорівнює площі, обмеженій характеристикою II/(со) і 
і«іризоїгтальною віссю. 

Характеристика ^//(со), показана на рис. 5.13, в, апроксимується 
ірі.ома (|)ігурами: трикутником N1 і двома трапеціями N2 і N3 
(рік 5.13, г). 
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Загальну площу всіх трьох фігур обчислюємо за формулою 

= б'дгу + 5 Н2 - 5 ю. 

Площа дорівнює площі, обмеженій характеристикою со), 
тому що частина додатної площі трапеції N2 компенсується відповід-
ною частиною від'ємної площі трапеції N3. 

Метод одиничних трапецій і трикутників. Д л я з р у ч н о с т і о б ч и с -
лення інтегралів різних фігур, якими можна замінити характеристи-
ки £//(со) різних реальних систем в ТАК, було введено поняття оди-
ничних (типових) трапецій і трикутників, а також побудовано спе-
ціальні таблиці, які дістали назву таблиць И-функцій (табл. 5.3 і 5.4). У 
цих таблицях наведено результати розрахунків інтегралів вигляду 
10] І X V 

[ —-5ІП со/ Ло, різних одиничних фігур. (Для одиничних фігур їх по-
0 ш 

чаткова висота А0 і діапазон пропускання частот дорівнюють оди-
ниці.) 

Розглянемо деяку трапецію 
(рис 5.14). Трапеція характери-
зується початковим значенням 
#(со) = # 0 , коефіцієнтом нахилу 
її сторони V = со0 /СОі , а також ін-
тервалом пропускання частоти 
СО!. 

Розрахуємо перехідний про-
цес для відповідної трапеції при 
# (0) = # 0 = 1: 

при 0<со<со0 Н = Н0 = 1, 

при оо > ос»! Н = 0, 

де со — поточне значення частоти. (Останній вираз Я дістали з ураху-
ванням подібності трикутників АВС і АБК, на основі чого можна за-

п . со - со0 ч писати х/1 = Ь/с = —.) 
Щ - со0 

Позначимо перехідну функцію одиничної трапеції Нх(і). 

і т і (0 - (О0 при СО0 < СО < С0! Я = 1 —, 
СО! - СО0 
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І Іщставляючи відповідні значення Я(со)в формулу (5.14) та інтег-
і і -ні у певних межах, дістаємо 

. 2 71-8ІПС0Ґ, 2 7 //, (/) = _ сЬ + - І 
тг гі^ л 

1 -
0) - 0), о 

СО, - Ш ( ) У 
8 ІП СО/ 

ску) = 
0) 

2 7з іп со/ . 2 7 8Іп со/ , 2 7 со - со0 8Іп со/ , асо + — иСО — — СІ0). 
п і ш тс ^ со Я / СО, - С00 со 0 со,) 0)0 і У 

Величина Г5 Ш сісо= Зісо/є інтегральним синусом. Величини Зі 
о ш 

їм т р а л ь н и х синусів, обчислені при відповідних значеннях со/, на-
н ичіо в таблицях. Маючи на увазі, що [$іп со/^/со= - С ° 8 Ш, запису-

, , ч 2 0 . 2 2 0 . 2 7 зіп ш/ , //,(/) = — Зі со0/ + — Зі со, / Зі со0/ - — с/со + 
ТГ ТГ ТГ ТГ * І 

0)п (0, 8ІП СО/ 
<Ло = — Зі со, / + 

я со, - соп ' со і и (о() 

СОп 

я со, - соп 

я 

-8ІП О),/ 

я/ со, - со0 

я(С0і - со0) 

[С08 СО! / - С08 СО0/] + 

Зі со0/, 

11( М ) 

Зі со, / + 1 
/(со, - со0) 

(С08 СО, / - С08 С0()/) + 

+ _ С О о — ( 5 і а ) і / + 8 і а ) о ґ ) 
со, - СОп 

Дня одиничної трапеції Я0 = 1, СОІ = 1, V = СО0, тому 

/ /.ч 2 Г0. 1(С08 / - С08 V/) V г с . с . /7, (/) = - Зі / + + [Зі г + Зі V/] . 
Я (1 - V ) / 1 - У 

і і і і вираз визначає характер залежності перехідної функції одинич-
на і раненії від двох величин: 
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т 
/ /-функції для трапеції 

т 
0,05 0,01 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 

0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,5 0,165 0,176 0,184 0,192 0,199 0,207 0,215 0,223 0,231 
1,0 0,325 0,340 0,3Л6 0,371 0,356 0,402 0,417 0,432 0,447 
1,5 0,469 0,494 0,516 0,538 0,560 0,594 0,603 0,617 0,646 
2,0 0,560 0,628 0,655 0,682 0,709 0,732 0,761 0,785 0,810 
2,5 0,707 0,739 0,771 0,802 0,833 0,862 0,891 0,917 0,943 
3,0 0,792 0,828 0,863 0,895 0,928 0,958 0,986 1,013 1,038 
3,5 0,853 0,892 0,928 0,963 0,994 1,024 0,050 1,074 1,095 
4,0 0,898 0,937 0.974 1,008 1,039 1,06 1,090 1,110 1,127 
4,5 0,923 0,960 0,998 1,029 1,057 1,084 1,104 1,120 1,129 
5,0 0,939 0,977 1,012 1,042 1,067 1,087 1,102 1,112 1,117 
5,5 0,940 0,986 1,015 1,042 1,063 1,079 1,088 1,092 , 1,096 
6,0 0,945 0,981 1,013 1,037 1,054 1,065 1,070 1,068 1,062 
6,5 0,943 0,980 1,009 1,029 1,043 1,050 1,049 1,043 1,033 
7,0 0,945 0,978 1,006 1,024 1,034 1,037 1,033 1,023 1,009 
7,5 0,945 0,980 1,005 1,021 1,027 1,027 1,020 1.005 0,989 
8,0 0,951 0,983 1,007 1,020 Ь024 1,021 1,011 0,998 0,982 
8,5 0,956 0,989 1,010 1,021 1,024 1,018 1,007 0,993 0,978 
9,0 0,966 0,996 1,016 1,025 1,025 1,017 1,006 0,992 0,978 
9,5 0,972 1,004 1,020 1,028 1,026 1,018 1,006 0,993 0,982 
10,0 0,980 1,009 1 ,(Ш 1,030 1,027 1,018 1,005 0,994 0,985 
10,5 0,985 1,013 1,028 1,031 1,026 1,016 1,004 0,994 0,989 
11,0 0,988 1,015 1,028 1,030 1,024 1,013 1,002 0,993 0,990 
11,5 0,988 1,016 1,027 1,028 1,021 1,010 0,998 0,991 0,991 
12,0 0,990 1,015 1,025 1,024 1,015 1,004 0,994 0,998 0,990 
12,5 0,989 1,013 1,022 1,019 1,010 0,998 0,990 0,986 0,989 
13,0 0,980 1,012 1,019 1,015 1,004 0,993 0,986 0,984 0,989 
13,5 0,990 1,0)1 1,016 1,011 1,000 0,990 0,983 0,984 0,989 
14,0 0,990 1,010 1,015 1,008 0,997 0,987 0,983 0,985 0,991 
14,5 0,990 1,011 1,014 і ,008 0,996 0,986 0,984 0,987 0,994 
15,0 0,993 1,012 1,014 1,006 0,995 0,987 0,986 0,991 0,998 
15,5 0,995 1,013 1,014 1,006 0,995 0,989 0,889 0,995 1,002 
16,0 0,998 1,05 1,014 1,006 0,995 0,990 0,992 0,999 1,007 
16,5 0,999 1,016 1,015 1,005 0,996 0,992 0,995 1,002 1,009 
17,0 1,001 1,016 1,014 1,005 0,996 0,993 0,998 1,005 1.011 
17,5 1,002 1,016 1,013 1,003 0,995 0,994 0,999 1,007 1,011 
18,0 1,002 1,015 1,012 1,002 0,994 0,994 1,000 1,007 1,010 
18,5 1,001 1,014 1,010 1,000 0,993 0,994 1,001 1,007 1,009 
19,0 1,002 1,013 1,008 0,998 0,992 0,994 1,001 1,006 1,006 
19,5 1,001 1,012 1,006 0,996 0,991 0,994 1,001 1,005 1,004 
20,0 1,001 1,011 1,004 0,995 0,991 0,994 1,001 1,004 1,001 
20,5 1,002 1.010 1,003 0,994 0,991 0,995 1,001 1,003 0,000 
21,0 1,002 1,010 1,003 0,994 0,991 0,996 1,002 1,003 0,999 
21,5 1,003 1,010 1,002 0,994 0,992 0,999 1,004 1,003 0,998 
22,0 1,004 1,011 1,002 0,994 0,994 1,000 1,005 1,004 0,998 
22,5 1,005 1,011 1,002 0,995 0,995 1,002 1,006 1,004 0,998 
23,0 ' 1,006 1,011 1,002 0,995 0,997 1,003 1,006 1,004 0,998 
23,5 1,006 1,011 1,002 0,995 0,998 1,004 1,006 1,003 0,998 
24,0 1,006 1,010 1,001 0,995 0,998 1,005 1,006 1,002 0,998 
24,5 1,006 1,009 1,00 0,995 0,999 1,005 1,005 1,000 0,997 

25,00 1,006 1,008 0,999 0,995 0,999 1,004 1,004 0,999 0,996 
25,5 1,006 1,007 0,998 0,994 0,999 1,004 1,002 0,997 0,996 
26,0 1,006 1,006 0,997 0,994 0,999 1,003 1,001 0,996 0,996 



Таблиця 5.3 
Іи ом І І . ІЧІ І І іу V 

11 ') ч 
0,000 
п , .чк 

0,60 0,65 0,70 0,75 0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 11 ') ч 
0,000 
п , .чк 

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
11 ') ч 

0,000 
п , .чк 0,255 0,259 0,267 0,275 0,282 0,290 0,297 0,304 0,314 

(>,'176 0,490 0,505 0,519 0,534 0,547 0,561 0,575 0,590 0,602 
0,685 0,706 0,722 0,740 0,758 0,776 0,794 0,813 0,832 0,844 
11,856 0,878 0,899 0,919 0,938 0,957 0,974 0,991 1,008 1,022 
0,985 1,010 1,030 1,050 1,067 1,084 1,090 1,051 1,120 1,133 
1,081 1,100 1,116 1,131 1,143 1,154 1,162 1,169 1,175 1,177 
1,1 \2 1,145 1,158 1,165 1,170 1 , 1 7 4 ^ 1,174 1 , 1 7 4 _ 1,176 1,175 
1,151 1,158 1,162 1,163 1,161 1,156 1,150 1,141 1,132 1,119 
1,141 1,141 1,138 1,132 1,127 1,111 1,099 1,085 1,071 1,053 
Ш 4 1,107 1,097 1,084 1,069 1,053 1,036 1,119 1,003 0,987 
1,076 1,064 1,050 1,032 1,016 0,994 0,979 0,962 0,951 0,932 

1,036 1,020 1,001 0,984 0,956 0,949 0,934 0,922 0,914 0,907 

1,001 0,982 0,965 0,948 0,936 0,920 0,910 0,906 0,904 0,905 
0,475 0,957 0,941 0,927 0,917 0,911 0,909 0,911 0,917 0,926 

0,956 0,944 0,931 0,922 0,919 0,920 0,927 0,934 0,946 0,962 

0,952 0,941 0,934 0,932 0,936 0,944 0,955 0,970 0,986 1,002 

0,954 0,948 0,948 0,951 0,958 0,974 0,900 1,006 1,023 1,041 

0,962 0,961 0,967 0,976 0,990 1,006 1,023 1,03$ 1,051 1,060 

0,972 0,977 0,987 1,000 1,015 1,033 1,048 1,059 1,065 1,066 
о 984 0,993 1,006 1,020 1,036 1,049 1,059 1,063 1,062 1,056 

0,994 1,005 1,019 1,033 1,046 1,054 1,058 > 1,055 1,048 1,033 

1,001 1,014 1,027 1,039 2,047 1,048 1,044 1,034 1,0.'1 1,005 

1,006 1,017 1,029 1,037 1,039 1,034 1,024 1,010 0,994 0,977 

1.007 1,018 1,026 1,029 1,025 1,015 1,000 0,984 0,970 0,958 

1,007 1,015 1,019 1,017 1,010 0,995 0,980 0,965 0,955 0,950 

1,006 1,012 1,012 1,005 0,993 0,980 0,965 0,955 0,952 0,955 

1,005 1,008 1,004 0,995 0,982 0,968 0,958 0,954 0,958 0,975 

1.005 1,005 0,998 0,987 0,975 0,965 0,961 0,965 0,976 0,991 

1,005 1,003 0,994 0,983 0,970 0,969 0,971 0,981 0,997 1,010 

1,006 1,002 0,994 0,983 0,977 0,978 0,987 1,001 1,018 1,032 
1 1)07 1,001 0,992 0,985 0,984 0,991 1,003 0,008 1,032 1,048 

1,008 1,001 0,994 0,990 0,993 1,003 1,018 1,031 1,040 1,039 
1,008 1,001 0,995 0,995 1,001 1,014 1,027 1035 1,037 1,028 

1,007 1,000 0,996 0,999 1,008 1,020 1,030 1,032 1,026 1,012 

1,005 0,998 0,997 1,002 1,012 1,023 1,027 1,023 1,013 0.994 

1001 0,997 0,997 1,004 1,014 1 ,020. , 1,018 1,008 0,993 0,978 

0,999 0,995 0,997 1,005 1,012 1,014 1,007 0,993 0,978 0,969 

0,995 0,993 0,997 1,004 1,009 1,006 0,995 0,981 0,970 0,967 

0,992 0,992 0,997 1.003 1,005 0,998 0,985 0,973 0,967 0,973 
0Х991 0,992 0,998 1,003 1,001 0,991 0,980 0,972 0,975 0,986 

0,991 0,994 0,999 1,002 0,998 0,987 0,978 0,977 0,990 1,001 

0,992 0,996 1,001 1,002 0,996 0,987 0,982 0,989 1,001 1,015 

0,991 0,999 0,995 1,002 0,995 0,988 0,988 0,988 1,013 1,025 

0^997 1,000 1,004 1,002 0,995 0,991 0,997 1,010 1,024 1,029 
1,000 1,005 1,005 1,002 0,996 0,996 1,006 1,018 1,028 1,028 

1,002 1,007 1,007 1,002 0,997 1,001 1,011 1,022 1,025 1,016 
і 003 1,008 1,006 1,001 0,998 1,004 1,015 1,021 1,016 1,002 
І (101 1,007 1,004 0,999 0,999 1,007 1,015 1,016 1,006 0,990 
І 004 1,006 1,002 0,998 0,999 1,007 1,012 1,007 0,995 0,979 
і 004 1,004 0,999 0,996 1,000 1,007 1,008 0,998 0,984 0,975 
І 003 1,002 0,997 0,995 1,000 1,005 1,001 0,989 0,978 0,977 
І 00 > 0,999 0,995 0,995 1,000 1 , 0 0 2 ^ 0,997 0,984 0,978 0,983 
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Глава 5 Я К І С Т Ь Л І Н І Й Н И Х Н Е П Е Р Е Р В Н И Х С И С Т Е М А В Т О М А Т И Ч Н О Г О К Е Р У В А Н Н Я 
І М Е Т О Д И ЇХ О Ц І Н К И 

Таблиця 5.4 
/ / -функції для трикутників 

X /; т Н т /і 
0,00 0,00000 0,62 0,195 4,2 0,868 
0,01 0,00318 0,65 0,204 4,5 0,882 
0,02 0.0063 0,67 0,211 4,7 0,898 
0,03 0.0095 0,70 0,220 5,0 0,895 
0,04 0,0127 0,72 0,226 5,4 0,901 
0,05 0,0159 0,75 0,235 5,8 0,903 
0,06 0,0191 0,80 025 6,0 0,903 
0,07 0,022 0,82 0,256 7,0 0,904 
0,08 0,0254 0,85 0,265 7,6 0,907 
0,09 0,0286 0,87 0,271 8,0 0,911 
010 0,0318 0,90 0,28 8,8 0,922 
0,12 0,038 0,92 0,286 9,0 0,925 
0,15 0,0477 0,95 0,295 10,0 0,939 
0,17 0,054 0,97 0,301 11,0 0,947 
0,20 0,064 1,00 0,310 12.0 0,950 
0,22 0,07 1,2 0,367 14,0 0,951 
0,30 0,095 1,5 0,449 15,0 0,956 
0,32 0,10 1,7 0,50 16,0 0,961 
0,35 0,11 2,0 0,571 17,0 0,965 
0,37 0,12 2,2 0,615 18,0 0,966 
0,40 0,127 2,5 0,674 19,0 0,966 
0,42 0,133 27 0,709 20,0 0,967 
0,45 0,142 3,0 0,755 30,0 0,980 
0,47 0,149 3,2 0,811 40,0 0,984 
0,50 0,158 3,5 0,815 100,0 0,994 
0,52 0,164 3,7 0,830 120,0 0,995 
0,60 0,189 4,0 0,856 

Для типового (одиничного) трикутника при # ( 0 ) = 1 і со, =1 зна-
чення перехідної функції //, (/) дістанемо з виразу для одиничної тра-
пеції, поклавши со0 = 0, V = 0. Тоді матимемо 

/ 1 - С 0 8 і ) 

я ^ і 

Отже, перехідна функція для одиничного трикутника є функцією 
лише однієї величини — часу /: 

Лі (0 = ЛО-
Значення //-функції одиничних трапецій при різних V і т наведено 

в табл. 5.3, а для одиничних трикутників при різних т — у табл. 5.4. У 
цих таблицях замість реального часу ! взято так званий табличний 
час т = сог. 

При користуванні таблицями для одиничних фігур задля обчис-
лення ординат перехідного процесу, що відповідають деякому реаль-
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! >. З. Наближені методи оцінки якості 

- іу моменту часу і{ і реальним фігурам, які апроксимують характе-
і11(• піку И/ (со), слід дотримуватися такої методики. 

і іадасмо значення реального часу ґх, для якого знаходимо від-
ммигімг значення табличного часу: 

= 

частота пропускання реальної фігури Н(со). 
/ Дня реальних трапецій визначаємо нахил сторони реальної 

• с 11 и'ції V = —і за таблицями Л-функцій типових трапецій з нахм-
у р 

і- і , ур знаходимо відповідне значення І\ (їх). 
і і найдені з таблиць значення /?, (їх) множимо на Яр відповідної 

і і н.мої (|)ігури і, як результат, дістаємо складову ординати реально-
; іи-рехідного процесу, що відповідає даній фігурі. Подібним чином 
І І І " І Н О Д И М О розрахунки і для інших фігур: 

х, (їх ) = И1(1Х )Я 1 р (для фігури 1V/), 

Хя(*х)=Ьп(*х)Нпр ( д л я ф і г у р и п). 
і Результуючу ординату перехідного процесу знаходимо як алге-

« і'мчпу суму ординат усіх фігур для даного моменту часу: 

*Х ('*)=*, (*х) + '~ + Ь„(*х)' 
^ Аналогічно знаходимо ординати перехідного процесу і для ін-

шії моментів часу, після чого по точках будуємо характеристику х(і). 
Розглянемо конкретний приклад побудови характеристики пере-

мліймо процесу. 

І П р и к л а д 5 .3 . Побудувати перехідну характеристику для системи з пе-
редаточною функц ією за збуренням 

р+ З 

р3 + 4 , 5 / + 14 ,5 /?+20 ' 

Р о з в ' я з а н н я . Амплітудно-фазова частотна характеристика з а 
і(»уреш іям має вигляд 

и// ( • \ _ + З _ 
~ -усо3 - 4,5со2 + 14,5у'ш + 20 ~ 

0'(о + 3)[(20 - 4,5со2) - у(14,5со - со3)] = , , 
(20 - 4,5со У + (14,5со - со ^ 
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Г л а в а 5 я к і с т ь ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ їх ОЦІНКИ 

а д ійсна частотна характеристика — 

60 + со2 - со4 

і7/(а)) = 
(20 - 4,5а)2)2 + (14,5со - со3)?' 

Знайдемо значення IIі(со) при зміні частоти со : 

ш 0 1 2 3 4 5 7 9 1 0 

{/'(со) 0,15 0,14 0,11 -0,02 -0,07 -0,05 -0,03 -0,013 -0,01 

За цими д а н и м и побудуємо характеристику со) (рис. 5.15, а). 
Суттєвою частотою вважаємо сос = 9, для якої 

[/'(0) 
£А'(сос) 

= 0,15/0 ,013 - 11,5 > 10. 

Три еквівалентні фігури, я к и м и апроксимується характеристика 
ІІ /(со), показано на рис. 5.15, б. Параметри фігур: 

Л7 — трапеція О А СД 

Я, = 0 , 1 1 + 0,07 = 0,18; со 0 І =2,75; 

с о п = 3 , 2 ; у , = | ^ = 0,85; 

N2 — трапеція ОНЕР, 

Я2 = -0 ,07 ; со02 = 4,0; 

<% = 9; V = = 

— трикутник 

Я з = 0,04; со13 = 2,75. 

Побудуємо ординату перехідного процесу для реального моменту 
часу і = 1 с. Знайдемо табличний час для відповідних фігур: 

ід,, = со,,/ = 3,2 • 1 = 3,2; 

т„2 = со,2/ = 9,0; 

тю = со13/ =2,75. 

За д а н и м и таблиць /^-функцій за відповідними значеннями V і т 
(для трапецій) і величині т (для трикутника) знайдемо значення 
/г-функцій для фігур N1, N2, N3: 

И(()ю = 1,16; й(/)„2 = 0,99; /?(/)„, = 0,71. 
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! >. З. Наближені методи оцінки якості 

б 

Рис. 5.15 

Помноживши знайдені табличні значення Н{і) на ординати відпо-
ідних реальних фігур Я, дістанемо ординати х,(/) відповідних фігур: 

хх(і) = к{і)шН, = 1,16- 0,18 = 0,21; 

х2(0 = Щ)„2Н2 = ~ № • № = - о,07; 
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Глава 5 ЯКІСТЬ ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ ЇХ ОЦІНКИ 

*з( ') = Щ ) ю Н 3 = 0,71. 0,04 = 0,03. 
Врахувавши знак х2(ї), знайдемо результуючу ординату перехідної 

характеристики при ґ = 1 с : 
= х, ( 0 + х2(0 + х 3 ( 0 = 0,21 - 0,07 + 0,03 = 0,17. 

Аналогічно можна дістати й інші ординати перехідного процесу 
при різних значеннях реального часу і і побудувати відповідну харак-
теристику. 

Наведена методика дає можливість побудувати перехідну харак-
теристику за умови дії одиничного кидка навантаження 1(/) і дістати 
відповіді на основні питання якості про характер перехідного проце-
су, його тривалість, величину гіеререгулювання. 

Проведені дослідження дають можливість робити деякі оцінки 
якості САР безпосередньо за виглядом дійсної частотної характерис-
тики замкнутої системи за збуренням [/'(со). 

5.4 
Чутливість САК 

П; "ід чутливістю САК розуміють її властивість реа-
лувати на зміну параметрів, що зумовлюється 

зміною умов зовнішнього середовища, їх характеристик, старінням 
елементів системи тощо. 

Зміна параметрів ланок веде до зміни коефіцієнтів характерис-
тичного рівняння і, як наслідок, — величини знака і вигляду коренів 
і показників якості системи. Це може також призвести до втрати 
стійкості і роботоздатності системи. 

Кількісна оцінка чутливості САК виконується за допомогою 
функції чутливості, яка є частинною похідною координати системи, 
або окремого показника якості по параметру системи, який зміню-
ється (варіюється). Кількість функцій чутливості дорівнює кількості 
параметрів, які змінюються при роботі САК. 

У загальному випадку функцію чутливості можна записати у ви-
гляді 

^ = 
ґдх. л 

/о дТ, 
де хк — координата системи; 7) — змінний параметр. 
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5.4. Чутливість САК 

Індекс 0 відповідає визначенню функції чутливості при початко-
ві і\ (номінальному) значенні параметрів системи. 

/І і що ІІкі = 0 (варіації параметрів відсутні й їх значення дорівню-
«••м. номінальному значенню), то систему називають вихідною. Рух та-
і « н ні геми (характер перехідних процесів) має назву основного руху. 

Якщо V КІ Ф 0, то систему називають варіаційною, а її рух — варіа-
нтним рухом. 

Різниця між варіаційним і основним рухом системи — це додат-
> ,чиій рух. При цьому мають на увазі різницю ординат відповідного 
і *ч \ п одні й ті самі моменти часу. 

Нехай рівняння вихідної нелінійної системи має вигляд 
йхк 

Т Г ~ / К > Х 2 ' • • • » ХП> , . . . , Т Т ) , 
СІЇ 

і. V,,..., — координати; ТХ,..., ТП} — параметри системи. 
При варіаційній зміні параметрів нове рівняння системи можна 

і.М11 К Л І П у вигляді п рівнянь першого порядку: 
Нх 
^ = + Д7],..., Тт + АТт). 

ш 
(N даному випадку вважаємо, що зміна параметрів системи не веде 
їй іміпи порядку системи п.) 

Додатковий рух системи у загальному випадку матиме вигляд 
Ахк(ґ) = хк(ї)-хк(ї). 

Якщо варіаційна координата хк і координата вихідної системи 
іііфсренційовані по параметру 7] (/'= 1, ..., ш), то, розкладаючи до-
мі мжпіі рух у ряд Тейлора за прирощенням параметра при умові 
і і ніч відхилень, дістаємо 

Ахк(Г,АТ1,...,АТт) = £ 
д х і

л 

0 
н і 1, т. 

Оскільки дхк /3 = ІІкі, то останній вираз можна записати у ви-
• І І'ІІ суми добутків функцій чутливості і]кі і прирощень параметрів: 

Дхк(Г,АТ1,...,АТт)= У^,.Д7;. 
/ С = 1 

Маючи значення функцій чутливості за величиною варіацій па-
ра ме і рів, можна знайти перше наближення виразу додаткового руху. 

Дослідження властивостей чутливості системи в цілому може ви-
І ипувлтися на основі рівнянь чутливості системи, для знаходження 
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Глава 5 якість ЛІНІЙНИХ НЕПЕРЕРВНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО КЕРУВАННЯ 
І МЕТОДИ їх оцінки 

яких необхідно здиференціювати всі п рівнянь першого порядку. 
При цьому лінійні рівняння чутливості системи в загальному випад-
ку матимуть вигляд 

(к = а (сІхГ І 
дТ; І СІ( , Г л А Гдх,. ік дТ і = 1,..., т 

На основі розв'язання рівнянь чутливості можна дістати функції 
чутливості {]ік для відповідних параметрів Тг 

Контрольні запитання та завдання 

1. Визначіть основні показники якості 
САК. 

2. Які показники характеризують ко-
ливальні перехідні процеси? 

3. Від яких факторів залежить якість 
САК? 

4. Чим і як визначаються статичні по-
милки в САК? 

5. Яким чином впливає розміщення 
коренів на комплексній площині 
коренів на характер перехідних 
процесів? 

6. Яким чином можна приблизно ви-
значити тривалість перехідного 
процесу? 

7. Який вплив має розміщення нулів і 
полюсів передаточної функції на 
якість САР? 

8. Назвіть основні види типових збу-
рень. 

9. Чим відрізняються інтегральні кри-
терії оцінки аперіодичних і коли-
вальних процесів? 

10. Який зв'язок існує між характером 
перехідного процесу та виглядом 
частотних характеристик систе-
ми? 

11. Яким чином використовують оди-
ничні трапеції і трикутники для 
оцінки якості? 

12. Викладіть методику заміни дійсної 
частотної характеристики замкну-
тої системи за збуренням еквіва-
лентними фігурами. 

13. Які особливості якості САК можна 
визначити за зовнішнім виглядом 
дійсної частотної характеристики 
замкнутої системи за збуренням? 

14. Дайте визначення чутливості САК 
і напишіть рівняння чутливості сис-
теми. 

15. Викладіть суть методу аналізу яко-
сті за найменшим коренем. 

16. Як визначити основні зони роз-
міщення різних видів коренів за 
допомоги розширеної діаграми 
Вишнєградського? 

17. Роз'ясніть розміщення ліній рівних 
ступенів затухання перехідного 
процесу. 

18. Як розміщуються корені, що визна-
чають різні види перехідного про-
цесу, на комплексній площині? 
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Глава ПІДВИЩЕННЯ ЯКОСТІ 
ТА СИНТЕЗ 

ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ 
АВТОМАТИЧНОГО 

РЕГУЛЮВАННЯ 

6.1 
Помилки в САР 

Точність САР є одним із найважливіших показни-
ків якості систем, що має особливе значення для 

м і іромеханічних систем. 
іанежно від виду технологічного процесу і особливостей об'єкта 

І ПЧ 11 їсть САР у багатьох випадках визначає якість продукції, експлу-
• і. 1111 к 111 у надійність, довговічність обладнання, безпеку обслугову-

І М І І І И І , техніко-економічні показники промислових установок (про-
ти їй). 

І ОЧ І І І СТЬ САР визначається величиною помилок (похибок). Зале-
ти під режиму роботи системи існують д в а о с н о в н и х в и д и 
п о м и л о к — статичні і динамічні. 

('татинна помилка системи Дхст є відхилення усталеного значен-
им регульованої величини х°( / ) ,яке виникає після закінчення пере-
мінно процесу х(ї), від заданого значення коли всі параметри 

« 111 * геми і збурення є сталими величинами: 

Дхст = х 3 - х \ і ) . (6.1) 

Перехідна динамічна помилка — це в і д х и л е н н я Ах(ї) д і й с н о г о 
іи.ічення регульованої величини від заданого під час перехідного 
нр< )цесу: 

Ах(ї) = х3 -х(ї). (6.2) 

Попа змінюється під час перехідного процесу. Статичні та перехідні 
іим.імічні помилки системи стабілізації показано на рис. 6.1, а, а 

• плкунальних (або програмних) систем — нарис. 6.1, б. Позначивши 
мрім раму зміни регульованої величини у (і), дістанемо перехідну ди-
імімічну помилку програмної (слідкувальної) системи: 
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Глава 6 ПІДВИЩЕННЯ якості ТА СИНТЕЗ 
ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО РЕГУЛЮВАННЯ 

Ах(ї) = у(ї)-х(ї). (6.3) 

Відхилення регульованої величини від заданого значення після 
закінчення перехідного процесу Ах°(/) в процесі слідкування назива-
ють усталеною помилкою в режимі слідкування (на рис . 6.1 Ах° — по-
чаткове розузгодження). Завдання замкнутих САР (стабілізації, слід-
кувальних, програмних) у загальному випадку полягає в забезпечен 
ні такої зміни регульованої величини х(ї), за якої відхилення від 

а б 

Рис. 6.1 

потрібного значення не перевищувало б допустимих відхилень за 
технологічними умовами. Задля цього параметри і вид регулятора 
мають бути узгоджені з параметрами і динамічними характеристика-
ми об'єкта. 

Основними причинами виникнення помилок в САР є: вмикання 
САР (гіри появі початкового розузгодження); її переналагодження; 
зміна величини і виду збурення (збурень). 

Відхилення в системі в разі вмикання або переналагодження ви-
никають внаслідок інерційності об'єкта (системи). Наявність почат-
кового розузгодження, як правило, призводить до появи перерегу-
лювання в системі. 

Крім вказаних вище основних причин, помилки в САР можуть 
виникати також як результат зміни параметрів (про це детальніше 
викладено в п. 5.4). 

Статичну помилку лінійної САР, на об'єкт якої діють збурення 
/ , , / 2 , . . . , /„, з урахуванням принципу суперпозиції можна визначити 
як суму помилок: 
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6 . 1 . Помилки в САР 

Ахст = Ахце + Ахзе + А/, + . . . + А/п, (6.4) 

... А\ к. — статичні помилки вимірювального і задаючого еле-
» Мііи, А/;,.. . , А/л — статичні помилки системи, спричинені від-
"Ч 111 І | М {буренням. 

і І що Ах:ст Ф 0, то система є статичною, а при Ахст = 0 — астати-
МІШІ 

Імм слідкувальної (програмної) системи рівняння процесу регу-
ні іпігі, записане згідно з (3.82) у відхиленнях, 

І Р(Р) + Є ( р ) ] А х ( 0 = ^ ( р ) ^ ( Р ) № ) + 0 1 1 ( р ) А у ( 0 - ( 6 . 5 ) 

Помилку програмної системи за збуренням А/(0 знаходять за 
«"ми \г(/) — 0. За тієї самої умови знаходять помилку і в системах 

\ мі ч 11 і т ії. 
і Іомилку за заданим сигналом Ау(ґ)визначають за умови А/(ґ) = 0. 
Помилки слідкувальної системи, записані через передаточні 

ні ми іа збуренням і завданням, матимуть вигляд 

Ах(0 = \¥/(р)А/(ї) + \Уу(р)Ау(і) (6.6) 

А*(/) = 
1 + \¥(р) 

т ) 
1 + IV (р) 

Ау<$), ( 6 . 7 ) 

II /(/>), IVу (р) — передаточні функції відповідно об'єкта за збурен-
мм і сисгеми за завданням; ]¥{р)— передаточна функція розімкну-
н і їй геми. 

< їм пічну помилку в цьому разі можна знайти при г —> °° (р —> 0): 

ИУ{(р) Л*(/) = Ахст = 
1 + \У(р) 

А / ( 0 + 

р= о 

и .̂І'Ср) 
1 + И'(р) 

Ьу(». (6.8) 
/>=о 

'• і іідкувальних (програмних) системах (рис. 6.2) звичайно до-
ііІ і і'Л'кт. величину розузгодження є(/) на виході вузла порівняння, 
• и цьому разі називають помилкою слідкування (або просто помил-
им і) 

г{1) = у{і)-х{і). ( 6 . 9 ) 

< 'і кільки вузол порівняння ВП є безінерційною ланкою 3 коє-
ній т о м передачі, що дорівнює одиниці, то передаточна функція 
м п уіі.пїьмої системи за помилкою матиме вигляд 
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Глава 6 ПІДВИЩЕННЯ ЯКОСТІ ТА СИНТЕЗ 
ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО РЕГУЛЮВАННЯ 

(6.10) 

Рівняння помилки в цьому разі запишеться так: 

г(Г) = 1Г'(р)у(ї)= І у(і). 
1 + ИУ(р) 

(6.11) 

6.2 
Типові режими роботи 
і знаходження помилок САР 

Як видно з наведених вище виразів для помилок, і 
статична Ахст, і динамічна Ах(ї) помилки залежать 

від відповідних передаточних функцій, зовнішніх збурень і задаючих 
сигналів. 

Типові режими роботи САР. За характером зовнішніх 
збурень розрізняють такі типові режими роботи САР. 

1. Статичний режим — режим, за якого всі зовнішні дії на систе-
му і всі координати системи не змінюються, тобто 

2. Усталений динамічний режим — р е ж и м , за я к о г о з о в н і ш н і дії на 
систему змінюються за деяким законом. Такі режими характерні для 
слідкувальних і програмних САР. 

Залежно від характеру дії збурення існують відповідні закони 
зміни збурення: 

1) дія (збурення) змінюється зі сталою швидкістю: 

/ ( / ) = соп8І; у (і) = С О П 5 І . (6.12) 

СІ//СІЇ = р/ = V = СОП8Г або сіу/сіі = ру = V = СОП8І, 

у цьому випадку / = у/р = сопзї; у = у / р - сопзі:; 
2) дія на систему змінюється зі сталим прискоренням: 

сі2 у 2 
— - Р~У - а = сопзі, 
сії2 

при цьому у = а/р2\ 

(6. 13) 

(6.14) 
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0.2. Типові режими роботи 
і знаходження помилок САР 

И идаюча дія змінюється за гармонічним законом 

у(*) = утах 8 І П ( 6 . 1 5 ) 

амплітудне значення задаючого сигналу; щ — частота сиг-
11>і іу 

н усталеному динамічному режимі помилка слідкувальної (про-
11- шиї) системи змінюватиметься з тією самою частотою, але зі зсу-
»и • і »,і фазою ф: 

Ах(і) = Ахтах 8Іп(сол/ + ф). 

Знаходження помилок САР. Для знаходження помилок 
• * І' (особливо слідкувальних і програмних САР, які діють в умовах 

ніш іовпішніх збурень і сигналів завдань) значне поширення діс-
І »и міч од коефіцієнтів помилок. Цей метод базується на положенні, 
нн. функції зовнішніх збурень диференційовані й похідні збурень з 
чи» ОМ імепшуються, а процес є затухаючим. 

11г\;иі зображення відхилення регульованої величини від задано-
н» (початкового) значення, яке є по суті помилкою системи ста-
ми іації, має вигляд 

Ах(р) = IV / (р)А/(р) = ААР). (6.16) 
1 + \¥{р) 

г- її -і.ідемо передаточну функцію в показниковий ряд Маклорена: 

2! пі 

н .чи її і при цьому запишеться у вигляді 
\ 

Ах(р) = \С0+СіР + ^ р 2 +... + ^р>^А/(р). 

11' і" чодями до оригіналу помилки, дістаємо 

Ах({) = С0АДО+Сі^Р + 
Сії 

+ С±сҐАЯ0+ | С„ сІ"А/(П 

2! сії2 "' п\ сії" 
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Глава 6 ПІДВИЩЕННЯ ЯКОСТІ ТА СИНТЕЗ 
ЛІНІЙНИХ СИСТЕМ АВТОМАТИЧНОГО РЕГУЛЮВАННЯ 

З цієї залежності видно, що помилка системи має кілька складових, 
які, крім першої С0Д/(/), існують лише при зміні збурення. Кое-
фіцієнти С(), С , , . . . , Сп називають коефіцієнтами помилок; С 0 , С , , 
С 2 , — кое(|)іцієнтами відповідно статичної і швидкісної помилок, 
помилок за прискоренням і ривком. 

Для слідкувальної (програмної) системи величина розузгодження 
матиме вигляд 

г(/)--- С{)Ау(ґ)+С 
, сІАу(1) С2 сі1 Ау(ї) 

сіі 2! сії2 
+ . . . + 

С^сГАуіГ) 

' СІҐ пі 

Коефіцієнти помилок можна обчислити за допомогою передато-
чної функції замкнутої системи діленням многочлена чисельника 
передаточної функції на многочлен знаменника. 

Для системи стабілізації 

IV ' ( / ; ) = 
іг/ір) _ь()рт+ ь{рт-{

 + ... + ьт_[Р + ьт 

І + ИЧ/0 а0р" +а{р"~{ + ... + ап_{р + ап 

Розглянемо методику визначення коефіцієнтів помилок на конк-
ретному прикладі. Нехай на рис. 6.2 об'єкт IVх (р) і регулятор ІУ2(р) є 

аиеріодичними лапками першого порядку: 

Н/(/;) = к, 

Т,Р+У Т2р+ 1 

Рис. 6.2 

Знайдемо передаточну функцію слідкувальної системи за розуз-
годжеі і ним (і юм ил кою): 

1 _ (ТіР+1)(Т2р+1) 
IV'(,?) = 

1 + И \ {р) \У 2 {р) ( 7 > + 1 ) ( 7 > + 1 ) + ^ 2 

Т2р2 +(7І + Т2)р+ \ 
ТхТ2р2 + (Г, + Т2)р+\ + кік2 

Розділимо многочлен чисельника на многочлен знаменника: 
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6.2. Типові режими роботи 
і знаходження помилок САР 

1 + (7і, + Т2)р+ ТхТ2р2 

1 + —! 1 р + р-
1 + к{к2 1 + кхк2 

(Т1+Т2)[\-т
]
т-\р + \Т17\ 

ТХТ7 

1 

(Т{ +Т2)\\- к{к2 

(1 +к1к2) + (Г] +Т2)р+Т,Т2р2 

1 

+ [ — І (Г, + г,) (і - —\Р + 
1 + к,к, 1 +к,ку) 1 к±А 

т;г2- 1 
1 + к,к, 

р- +... 

1 
1 + Р ~ і 21 1 

Згідно з викладеним знайдемо коефіцієнти помилок у даній сис-
темі: 

• коефіцієнт статичної помилки 
і 

сп = 
1 + к,к2 

(система статична); 
• коефіцієнт швидкісної помилки 

1 С 1 1 + к1к2
УЧ (Ті + Т2) 

к ^к 2 / 

коефіцієнт помилки за прискоренням 

С , = 
1 

1 + к\к 2 
ТХТ2 -

+ к{к2 ^ 

Підставивши знайдені значення коефіцієнтів помилок у рівнян-
ня помилки і здиференціювавши функцію завдання у(ї), дістанемо 
відповідні складові помилки, за якими можна знайти її результуючу 
величину г(ї). 
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6.3 
Основні шляхи підвищення точності керування. 
Замикання системи 

Розглянемо найвщоміші напрями вирішення про-
блеми підвищення точності САР: 

1) використання замкнутих САР і збільшення коефіцієнта підси-
лення регулятора (системи); 

2) формування потрібних законів регулювання (введення астати-
зму регулювання за похідними); 

3) використання спеціальних структур САР, які реалізують прин-
ципи керування, що забезпечують підвищення точності (комбінова-
не керування, системи зі змінною структурою); 

4) реалізація принципів інваріантності; 
5) використання різного виду коректувальних пристроїв. 

Замикання САР і можливості підвищення точності. Як 
приклад розглянемо спрощену функціональну схему САР стабіліза-
ції (рис. 6.3), яка складається з об'єкта 1 і регулятора 2. 

Рівняння замкнутої системи у відхиленнях має вигляд 

[Р(Р)+0(Р)]АХ=<>(Р)РЛР)¥. 

Нехай об'єкт — аперіодична ланка першого порядку, а регуля-
тор — проста підсилювальна ланка. Тоді рівняння об'єкта і регулятора 

( 7 > + \)х = £,/; \х = к2х. 

При цьому Р(р) = (Т1р + 1); 0(р) = к{к2\ Р\ (р) = \ ;5(р) = к0 (де к0 — пе-
редаточний коефіцієнт об'єкта за збуренням). 

Знайдемо помилки, які з'являються в розімкнутій і замкнутих 
системах. Запишемо рівняння розімкнутої системи в загальному ви-
гляді 

2 
М< 

1 2 1 

Щ 

• 
Рис. 6.3 

Рі(р)Ах = 01(р)А/. 

Для наведеної на рис. 6.3 системи воно мати-
ме вигляд 

(ТіР + 1)Дх = к0А/, 

звідки 
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А х -
( Т ї Р + 1 ) 

< миічна помилка цієї системи при і —» °о запишеться так: 

Ах = Ахст = к () А/, 

і) ро иГязок рівняння — 

Ах = &0А/(1 - ). 

При замиканні системи її рівняння матиме вигляд 

(7]/)+ 1 + /с1/с2)Ах = /с() А/, 

ІІИДКИ 

Ах = / С»А / . 
Т{р + 1 + /с,/с2 

Ми шачимо статичну помилку замкнутої системи (/ оо, 0) 

А/ Ах = Ах 

І розв'язок її рівняння 

1 + к{к2 

Ах: = 
^ -Г (1 + ) ̂  

М / 1 - е ^ 
1 + к{к2 

\ / 

Порівняння знайдених значень статичних помилок і розв'язків 
і'ішіяпь динаміки розімкнутої й замкнутої систем дозволяє зробити 
і II І висновки. 

І. Замикання САР дає змогу зменшити статичну помилку і сталу 
ч.и-у в І + кЛк2 разів. 

І. Графіки часових характеристик, наведених на рис. 6.4 (7 — ро-
и и пу га; 2 — замкнута система), показують, що замикання системи 
ї м імогу зменшити також тривалість перехідного процесу в 1 + к}к2 

ріі 1ІІІ. 
ї\ збільшенням коефіцієнта підсилення регулятора к2 при за-

мш .т і і і системи можна зменшити її статичну помилку. 
Замикання системи дозволяє також кардинально змінити дина-

мічні властивості деяких об'єктів. Як вказувалося раніше, об'єкти з 
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Рис. 6.4 

від'ємним коефіцієнтом самовирівнювання, які мають нестійкі часо-
ві характеристики, без регулятора є нездатними до роботи. 

Рівняння такого об'єкта можна записати у вигляді 

( 7 > - 1)Дхв1ІХ = к | А/. 
Розв'язок його 

Дх1вих = /С|Д/(е~'/г' - І ) - » ~ 
І -> оо 

визначає нестійку роботу об'єкта без регулятора (в розімкнутій сис-
темі). 

При введенні цього об'єкта в замкнуту систему з регулятором 2 
(див. рис. 6.3), рівняння якого 

(Т2р + \)[і = к2АхІШХ, 

рівняння замкнутої системи матиме вигляд 

[ ( 7 > - 1 )(Т2р + 1) + /с,/с2 ]Ах1[ІИХ =^(р)Р1(р)А/, 

де $(р) = к{]-,Р1(р)=Т2р+ 1. 
Позначивши к1І<2 дістанемо характеристичне рівняння 

замкнутої системи: 

тхТ2р2 + (7] - Т2)р+к, - 1 = 0. 
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6.4. Типові закони регулювання. 
Введення астатизму і регулювання за похідними 

Умови стійкості системи такі: Т{ > Т2 і > 1. Отже, нестійкий 
"•»>'< і і за певного настроювання замкнутої системи може забезпечи-
III її стійку роботу. 

6.4 
Типові закони регулювання. 
Введення астатизму і регулювання за похідними 

Розглянуті вище приклади показують, що об'єкти в 
замкнутій системі набувають нових динамічних й 

• і .і-гмчіїих властивостей і характеристик. Властивості замкнутих сис-
п*м залежать не тільки від характеристик об'єкта і діючих збурень, а 
п під особливостей і характеристик регуляторів. 

Регулятори поділяють за різними ознаками: 
• за видом енергії, що використовується, — пневматичні, меха-

нічні, гідравлічні, електричні; 
• за принципом керування — керування за відхиленням (помил-

кою), за збуренням, комбіновані; 
• за характером передачі сигналів — неперервні, дискретні; 
• за характером зв'язків між елементами системи — зі сталою та 

змінною структурами. 
У ТАК однією з основних особливостей регулятора є можливість 

ми шву на статичні й динамічні помилки САР, що залежить від ха-
рактеристик регулятора, які визначаються його законом керування 
(регулювання). 

11 ід законом регулювання розуміють залежність вихідної величини 
ргі улятора \і від його вхідної величини х за умови, що інерція самого 
Р< іулятора не враховується (див. рис. 6.3): 

ц = Дх). 

Залежно від вигляду функції Дх) існують три основні принципо-
ш закони та відповідні їм типи регуляторів: пропорційний, який реа-
шусться за допомогою пропорційного регулятора (ГІ-регулятора); 
інтегральний (І-регулятора); диференціальний (Д-регулятора). 
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На практиці здебільшого використовують комбіновані закони ре-
гулювання, які об'єднують позитивні властивості вказаних вище 
принципів керування і відповідних регуляторів. 

Розглянемо основні властивості і особливості названих регуля-
торів. 

Пропорційний закон регулювання (П-регулятор). Це 
найпростіший закон керування. Він описується залежністю 

А[і = кАх. ( 6 . 1 9 ) 

Властивості П-регулятора і характер його дії вже розглядалися при 
дослідженні впливу замикання системи на її статичну помилку та ча-
сові характеристики. 

До п е р е в а г П-регуляторів належать: простота і надійність, без-
інерційність, можливість зменшення статичної помилки і тривалості 
перехідного процесу. 

Основні н е д о л і к и регуляторів: принципова неможливість 
впливу на динамічні похибки і неможливість повної ліквідації статич-
ної помилки. Останнє визначається тим, що при різкому збільшенні 
коефіцієнта передачі розімкнутої системи, яке необхідно для відпо-
відного зменшення статичної помилки, система може стати нестій-
кою (для зменшення статичної помилки до нуля коефіцієнт передачі 
має дорівнювати нескінченності). 

Інтегральний закон регулювання (І-регуляторА І н т е г -
ральний регулятор виконує регулювання за інтегральним законом 

Ац = к^сіхсіі. (6.20) 
о 

В операторній формі він має вигляд 

Ац = к — Ах. (6.21) 
Р 

Інтегрування вихідної величини об'єкта Ах в інтегральному регу-
ляторі виконується за допомогою серводвигуна, що відповідає вве-
денню в структурну схему САР інтегрувальної ланки (рис. 6.5) з пе-
редаточною функцією 

Ах р 
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6.4. Типові закони регулювання. 
Введення астатизму і регулювання за похідними 

Рис. 6.5 

Нехай передаточна функція замкнутої системи за збуренням до 
ши'дсчшя інтегрувальної ланки має вигляд 

Ах IV/(р) 
Ж'(р) = 

А / 1 + Щ р У 

п II (р) = \У{ (р)\У2(р) — передаточна функція розімкнутої системи; 
II / (р) передаточна функція об'єкта за збуренням. 

І Іри цьому статична помилка 

IV/(р) 
Ах_ = 

1 + ІУ(р) 
А / * 0 

Р = о 

і . истема буде статичною. 
Після введення інтегрувальної ланки передаточна функція ро-

имкнутої системи 

Щр) = Щ (р) (р) ^ (Р) = Щр)к - , 

і і і а пічна помилка 

Ах„т = 
IV/(р) 

1 + IV (р)—• 
Р 

А/: 
\¥/{р)р 

Р + ЩР) 
А/ = 0. 

Р = о 
/ 7 = 0 

Ііітут11ість статичної помилки свідчить про те, що система після 
мін'дення інтегрувальної ланки зі статичної перетворилася на аста-
1114! іу. 

І Іри цьому треба мати на увазі, що інтегрувальну ланку (ланки) 
« мц вводити в структурну схему так, як показано на рис. 6.5, — на 
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вхід об'єкта, точніше, до точки прикладання збурення, яке діє на 
об'єкт. Якщо інтегрувальну ланку ввести в САР після точки прикла-
дання збурення (рис. 6.6), то, розглядаючи систему стабілізації [у(ї) = 
= 0], дістанемо передаточну функцію за збуренням з урахуванням 
введення інтегрувальної ланки з передаточною функцією И/

1 (р) = к —, 
Р 

яка матиме вигляд 

/с-И/, (р) 
р к IV, (р) 

1 + И/, (р)\У2(р) 
к р + И/

1 (р) \У2 (р) к 

У(0 = 0( 

т 

Рис. 6.6 

И ш »Д « Щр) и Ш 
Дх 

г 
И ш Щр) и Ш 

Статичну помилку знайдемо за формулою 

к\У{ (р) 
А х с т = І У ' ( р ) А / = 

р+\¥,(р)\¥2(р)к 
А/: 

р= о 

к IVі (0) А / 

^ ( 0 ) ^ ( 0 ) 

о с к і л ь к и ІУ{ (0) Ф 0; І У 2 ( 0 ) Ф 0 . 
Нерівність нулю Дхст свідчить про неможливість ліквідувати ста-

тичну помилку в разі неправильного введення інтегрувальної ланки 
між точкою прикладання збурення й об'єктом. 

Введення інтегрувальної ланки задля ліквідації статичної по-
милки і перетворення статичної системи на астатичну називають 
введенням астатизму в с и с т е м у . 

За однієї інтегрувальної ланки кажуть про введення астатизму 
першого порядку, за двох — астатизму другого порядку і т. д. Введен-
ня астатизму другого і вищих порядків дає змогу ліквідувати дина-
мічні (швидкісні) помилки, які виникають у системі в разі зміни зов-
нішніх збурень. 
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ЩР) 
"̂•вих 

"̂ВХ 

Рис. 6.7 

11 роте слід пам'ятати, що введення 
і . ік і ему з аперіодичними і підсилю-
п пі.ними ланками двох і більше інтег-
Iи ,н і .них ланок призводить до струк-
і \ | Ч І ( ) ї нестійкості системи. 

Чия усунення структурної нестій-
мм и системи інтегрувальну ланку 
- оплюють прямим зв'язком (рис. 6.7). Таку нову ланку називають 
і икїромною інтегрувальною. 

Рівняння ізодромної ланки 

х' — X 4- X Л ІЛ ІУ Л О У 1 1) І IV • 

Оскільки рівняння вихідної інтегрувальної ланки хвих = к — хах, 
Р 

і1 > шіхіднии сигнал 

ха 
, 1 Хих + К хь р 

Ґ 1 \ 

р, \ 

р + к 

І Іередаточна функція ізодромної інтегрувальної ланки 

и/и \ Р + Іс 

Якщо характеристичне рівняння замкнутої системи у разі без-
і нерці ні юго регулятора з кх = к2 і об'єкта у вигляді аперіодичної лан-
і п першого порядку з к = к{ і Т = 7| має вигляд 

1 + IV (р) = 1 + 
Т{р+\ 

= Т1р+1 + к1 = 0, 

іо прп введенні в систему двох інтегрувальних ланок з коефіцієнта-
ііі передачі і к4 характеристичне рівняння замкнутої системи за-

пишеться так: 

1 + 

\ + Щр)Ж2(р)Ж4(р) = 

Тхр+\ р р 
0. 

Нілсу'іність складової а2р в цьому рівнянні свідчить про те, що САР 
« і ірукгурно-нестійкою. Замінимо інтегрувальну ланку з к = к4 ізо-
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дромною. У цьому разі вигляд характеристичного рівняння замкну-
тої системи відповідатиме структурно-стійкій системі: 

= 1 + = Т р 3 + / + к к к + К = 0 
Тхр+ 1 р р 

Отже, заміна інтегрувальної ланки ізодромною дає змогу струк-
турно-нестійку систему перетворити на структурно-стійку. 

Проаналізуємо вплив введення астатизму першого і другого по-
рядків у САР за допомогою методу коефіцієнтів помилок. 

Розглянемо слідку вальну систему з об'єктом у вигляді аперіодич-
ної ланки першого порядку з передаточною функцією (р) = тіР+\ 
і безінерційним регулятором з передаточною функцією \У2(р) = к2. 

Передаточна функція замкнутої системи за помилкою матиме 
вигляд 

1 _ 1 ТіР+\ 
І + \У(р) 1 + к х к 2 7 > + \ + к 2 

ТіР+ 1 

Знайдемо коефіцієнти помилок. Розкладаючи передаточну функцію 
в ряд, розділимо чисельник на знаменник: 

\ + ТіР 

1 + т]р 
1 + кг 

Т\Р 

Т,р 

1 

1 

1 + кт 

1 + кх 

(\ + кх)+ТіР 

1 
1 +к 

1 +к, 1 + ку 

1 ТіР 

У цьому разі 

1 -

І + ку 
— + 

1 +к 
І +к, 

Т[Р 
І / = С0 +СіР, 
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Т{. Коефіцієнт С0 Ф 0, тому систе-
І + *Е [(1 + кту 

•і іі панічною. 
І Іісли введення в систему астатизму першого порядку за рахунок 

НМ.' І ІЧ І І ІЯ інтегрувальної ланки з передаточною функцією ИУ.(р) = — 
Р 
ін ргдаточна функція матиме вигляд 

1 1 II "(/>) = Т{р2+р . 

1 + \у(р)і і І ЬЬ 1 Т]р2+р + кік2' 
Р Тхр+ 1 р 

к | к 2 — к у. 

їм.підемо коефіцієнти помилок: 

_Р+Т,р2 

1 2 р + — /> + — р 

к г + Р + Т і Р
2 

— — 7-, - — 
Ч У 

,І І . ІКОЖ передаточну функцію після розкладання в ряд у загальному 

піп пиді 

Ж»=С0 +С{р+с2р2 + ..., 

..'<•„ 0; Сх = 1 / ^ ; С2=0/кМ -укг). 
<) гже, як зазначалося раніше, після введення в систему однієї ін-

іеірувальної ланки (астатизму першого порядку) статична система 
перетворилася на астатичну (С0 = 0). При цьому в системі залишили-
< н помилки за швидкістю (Сх Ф 0) і прискоренню (С2 Ф 0). Для усу-
н е н н я швидкісної помилки необхідно ввести в систему астатизм 
другого порядку. Тоді при двох інтегрувальних ланках передаточна 
функція 

жчр) = 1 - Т [ р 3 + Тз 

шщкн С0 = 0; С, = 0; 
2 /с2 

1 + Т1рг+р2+к1 

Р2 

сг _тх 
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Отже, статична і швидкісна помилки в системі відсутні. Але, як 
було показано раніше, при двох інтегрувальних ланках система є 
структурно-нестійкою, тому наведені результати мають чисто теоре-
тичне значення. 

Знайдемо значення коефіцієнтів помилок у структурно-стійкій 
схемі з двома інтегрувальними ланками, одна з яких є ізодромною. 

Згідно з викладеним раніше маємо 

І тіР' + Р
2 

IVе (/>) = • 
І + IV (р) кз Р + к4 Тхр3 + р- + кхкгкгр + кх ' 

ДЄ К^ — 

р2 +ТіР \і 

І з 1 4 
р- + — Р* + — / +... 

к 4 кт 

р- +... 

/сх +к]к2кір+ р1 +Т{р3 

і - Ґ + Т, 
1 

м у 

Оскільки С„ = 0; С, = 0; С, Сз. 
6 71 

4 у 

, то видно, що в 

системі немає швидкісної помилки. Для усунення помилки за при-
скоренням (С2 - 0) слід ввести в систему астатизм третього порядку, 
що можна зробити, якщо ввести ще одну ізодромну ланку. 

Наведені результати досліджень свідчать про переваги інтегрува-
льних регуляторів, які полягають у можливості усунення різних по-
милок і підвищенні статичної та динамічної точності системи. 

Проте інтегрувальні регулятори мають також суттєві недоліки. 
Так, порівнюючи пропорційний та інтегральний закони регулюван-
ня, бачимо, що за інтегрального закону регулювання дія регулятора 
проявляється лише через деякий час. Тому помилка, що виникла, 
усувається не одночасно з її появою. Це може призвести до небажа-
них коливань у системі, погіршення характеру перехідного процесу і 
навіть втрати стійкості системи. Крім того, усунення кількох дина-
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6.4. Типові закони регулювання. 
Введення астатизму і регулювання за похідними 

М і!піч складових помилки потребує введення відповідної кількості 
т мч рунальних ізодромних ланок, що підвищує складність системи. 

Аиференціальний заИон регулювання (Л-регулятор). За 
і.нїимогою Д-регулятора забезпечується подання на вхід об'єкта 
> шчпіш, пропорційної швидкості зміни вихідної величини 
і помилки): 

А[І = , (6.22) 

н-м и операторній формі запису 

А]ьі = крАх. (6.23) 

Іиференціальний закон керування реалізується за допомогою дифе-
і - 111 м ювальних ланок. 

І Іри появі в системі внаслідок відповідної дії збурень помилок за 
ні мил кістю, прискоренням, ривком для їх усунення на вхід об'єкта 
11< > і рібно подати вхідні величини, пропорційні відповідному степеню 
і і пч ідних вихідної величини об'єкта (відхилення). Таке регулювання 
н.і і п и а ю т ь регулюванням за похідними. 

І Ірактично регулювання за похідними від помилки виводиться з 
ті о, що система має реагувати, крім самої помилки, також на тен-
•И ' І ІЦІ Ї її зміни (швидкість і знак зміни відхилення). 

Розглянемо вплив введення похідних у схему, показану на 
рік 6.5. Передаточні функції ланок мають вигляд 

Т\ Р + і Т2 р + 1 р 

Запишемо передаточну функцію розімкнутої системи 
Щр) = ^ , 

(Т]Р+\)(Т2р+і)р 

А, к\к2к3, і передаточну функцію замкнутої системи за помил-
і ЧИ) до введення похідної 

1 _ р(ТіР+1)(Т2р + 1) 

1 + Щр) р(ТіР+ \)(Т2р+ 1) + кг 

Г,7> 3 +(Г, + Т2)р2 +_р 
ТхТ2рг + (7^ +Т2)р2 +р + кх' 
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Знайдемо коефіцієнти помилок у результаті ділення многочлена чи-
сельника на многочлен знаменника 

р + (7\ + Т2)р2 + 7\Т7 у;3 

~р + -1- р2 + - 1 ( 7 , + Т2) у;3 + - І Г , Г 2 / / 
/сх ку кУ 

сг, + г 2 ) - /г + 

т;г2 + г2) 

(Т, + т2)~. У ні -

+ р+ (7, + Тг) р2 + 

Р 
кг 

(Г, + Т2) -
1" 

/о. 
р> + 

Г, + 7' 
1 'Ті і7 

звідки 

с 2 _ + Т2 _ С3 _Т{Т2 Тх + Т2 _ ± 
- 2 ' £ /, 2 . / ,3 * Со = 0; С, = 1/*,; = — — —у; ^ = 2 6 /с2 

Передаточну функцію вузла введення похідної ]Уп(р) можна роз-
глядати як результуючу передаточну функцію двох паралельно з'єд-
наних елементів — прямого зв'язку И/Г

пі(р)= 1 і самого диференцію-
вального елемента (ланки) — й /

д(р)= Тр. Отже, можна записати 

Запишемо передаточну функцію розімкнутої системи з урахуван-
ням регулювання за похідної 

IV п (р) = ІУ(р)1¥"(р) = 
кгУ + Тр) 

(ТіР+\)(Т2р+\) 

і передаточну функцію замкнутої системи за помилкою з ураху-
ванням вузла введення похідної 

Щ(р)= = 
1 + 1Уп(р) 

(Т]Р+ЩТ2Р+1) ^Т2р2 + (7] + Т2)р+ \ 

(ТіР+ 1 )(Т2р+ 1 ) + ку_(Тр+ 1) Т{Т2р + (7, +Т2 +кгТ)р+\+кг 

Після ділення многочлена чисельника на многочлен знаменника 
знайдемо значення коефіцієнтів помилок 

с -о г 1 • - уі + Т2 І Тп . 
ку 2 к£ к^ 
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6.4. Типові закони регулювання. 
Введення астатизму і регулювання за похідними 

с, _ г , г 2 2т\ + г 2 - г Г І 1 ГП(Г, + Г 2 - Г П ) 
^ ^у 

І Іорівнюючи знайдені значення коефіцієнтів помилок з відповід-
ними значеннями цих коефіцієнтів до введення в закон керування 
їй1 і 111 о і, робимо висновки: 

І) значення коефіцієнтів С0 і Сх не змінилося; 
.') кое(1)іцієнти С2 і С3 зменшилися; 
і) зміною параметра Тп можна дістати С2 = 0. 
Якщо ввести в систему ще один вузол уведення похідної, то, 

ПІ І ІОІОЧИ відповідним чином сталі часу диференціювальних ланок 
/ і /'и ,, можна дістати С{ = С2 =0. 

( Під підкреслити, що в усіх наведених прикладах розглядалися 
І І І М М І І диференціювальні ланки. 

Реальна диференціювальна ланка має передаточну функцію 
МІН 'ПІДУ 

ТПР 
(р) = Т0р+Ґ 

ір.іктеристики реальної диференціювальної ланки зі сталою часу 
/,, Иудуї ь тим ближче до характеристик ідеальної ланки зі сталою ча-

чим більша нерівність Тп > Т0. 
П е р е в а г о ю регулювання за похідними є швидкодія і можли-

ИІІ її. зменшення швидкісних помилок. 
Н е д о л і к и диференціальних законів керування та відповідних 

І регуляторів такі: 
І) не можна усунути вплив сталих складових помилки; 
)) в системах не забезпечується повна компенсація швидкісних 

п о м и л о к (бо ідеальне диференціювання принципово неможливе). 
Враховуючи, що основні відносно прості закони регулювання в 

і н п.шості випадків не можуть забезпечити потрібну статичну і дина-
1111пу точність, на практиці поширені складніші закони керування 

(річулювання) і відповідні регулятори. 

Пропорційно-інтегральний закон регулювання (ПІ-ре-
іимтюри). Цей закон записується у вигляді 

і 

Дц = к^АхсІЇ + к{Ах, (6.24) 
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в операторі і ій формі — 

Дц = к - Ах + к1 Дх. (6.25) 
Р 

Інтегральна складова в системах з ПІ-регулятором забезпечує 
введення астатизму, а пропорційна — визначає швидкодію системи. 

Якщо здиференціювати обидві частини виразу (6.25), то з рів-
ності 

рА\х = кАх + кхрАх 

можна зробити висновок, що ПІ-регулятор забезпечує швидкість 
зміни вхідної величини об'єкта, яка пропорційна швидкості зміни 
величини на виході об'єкта, що зумовлює поліпшення динамічних 
властивостей САР. 

Недоліком регуляторів даного типу є неможливість оперативно 
компенсувати швидкісні помилки. 

Пропорційно-диференціальний закон регулювання (ПЛ-
регулятори). Рівняння даного закону має вигляд 

А[і = кАх + кхрАх. (6.26) 

Регулятор оперативно реагує не тільки на саму помилку, а й на 
швидкість її зміни. Якщо рАх > 0, дія регулятора зростає, при рАх < 0 
— спадає, що допомагає стабілізувати коливання, які виникають у 
системі через інерційність об'єкта. 

Особливість ПД-регулятора полягає в можливості мати значний 
сигнал на виході за незначної помилки, оскільки за досить малих ве-
личин помилки Дх швидкість її зміни рх може бути великою. Недо-
ліком ПД-регуляторів є неможливість повного усунення статичної 
помилки. 

Пропорційно-інтегрально-диференціальний закон ре-
гулювання (ПІЛ-регулятори). Математичний вираз цього закону має 
три складові: 

А[і = кАх + кх — Ах + к2рАх. (6.27) 
Р 

ПІД-регулятори найскладніші, проте вони об'єднують переваги 
всіх трьох розглянутих вище простих законів керування, забезпечую-
чи астатизм системи, оперативне реагування на відхилення та її по-
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6.5. Точність САР в усталених динамічних режимах 

ч ми Крім розглянутих простих і складних законів керування, мож-
111111 и піші ще складніші закони керування, які можуть враховувати 
н- пишності і регулювання за збуренням. 

6.5 
Точність САР 
в усталених динамічних режимах 

РеЖим зміни збурення зі сталою швидкістю (похідною). 
Н ні,ому разі похідна збурення сі//сії = V - сопзі або р/ = V, звідки 
/ V//;. 

Усталена статична помилка за збуренням 
IV/(р) V 

Лхус т = » " ( / > ) / = 
+ Щр) Р р= о 

Мри статичній системі Ж/(0) = &0; Н/(0) = к1 і тоді 

Ахч/ 
1 + кг р р= о 

і 111 м с 11 випливає, що в статичній системі при зміні збурення зі ета-
пно швидкістю помилка системи неперервно збільшується. Для ста-

м іізації помилки необхідно введення астатизму в дану систему за 
іиііомогою інтегрувальної ланки. 

Розглянемо введення астатизму першого порядку. Нова переда-
ючім функція розімкнутої системи матиме вигляд 

Р 
Мри підключенні інтегрувальної ланки до точки прикладання 

іьурічпія до об'єкта дістанемо передаточну функцію об'єкта за збу-
р« пням И'/'(/?) при р=0. В цьому разі IV/(р) = к0. Тоді 

= 

1 +-ку 
V Р 

/с0У 
Р + к 1 

к0 у сопзї. 
р=о 

/> = о 
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Відношення —— = /су називають добротністю системи за швид-
^ у с т 

кістю. В розглянутому випадку ку = к^/к0. 
Фізичний сенс добротності системи полягає в тому, що вона до-

рівнює швидкості зміни збурення при усталеному відхиленні вхідної 
величини, яке дорівнює одиниці. Отже, 

ку = V ( п р и Ахуст = 1). 

Для слідкувальних (програмних) систем (рис. 6.8), де И^31і3(р) — 
передаточна функція основного зворотного зв'язку, значення по-
милки обчислюється за формулою 

г(ґ) = у(0-х(і)Жзпз(р). (6 .28) 

Передаточна функція за помилкою при наявності інтегрувальної 
ланки має вигляд 

у№ 1 +}¥(р)к-
Р 

а усталене значення помилки при зміні збурення зі сталою швид-
кістю — 

є = 
1 V 

1 + Ж ( 0 ) - р 

Р 

р + к р= 0 

/ 7 = 0 

де №(0)к = &г. 
У даному разі добротність системи за швидкістю ку дорівнює к х . 

Рис. 6.8 
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